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 م یازدهدوره  –زدهم دواریاضی صنف مایی آموزشی هنرا

 آنچه درین بخش فرا خواهیم گرفت

 
: در پایان این درس شاگردان قادر گردد تا:   aاهداف آموزشی

 مشتق توابع معکوس را بدانند و تعریف کرده بتوانند 

 انتیگرال توابع نمایی و لوگاریتمی را دانسته و آنها را تعریف کرده بتوانند.   

 کسور قسمی را بدانند و تعریف کرده بتوانند.   

 انتیگرال ها را توسط کسور قسمی محاسبه کرده بتوانند.   

 مثال های مربوط به موضوعات آیی را حل کرده بتوانند.   

 مشتق توابع معکوس 

𝑦دو تابع معکوس همدیگر باشند، یعنی   𝑔و   𝑓تعریف: هرگاه   = 𝑓(𝑥) ⟺ 𝑥 =

𝑔(𝑦)   درین صورت
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1
𝑑𝑥

𝑑𝑦

𝑦′𝑥یا    =
1

𝑥′𝑦
است، که تابع و خواص مشتق توابع   

 ضمنی میتوانیم بنویسیم، که: 

{
𝑦 = 𝑓(𝑥)

𝑥 = 𝑔(𝑦)
=> 𝑦′𝑥 ∙ 𝑥′

𝑦 = 𝑦′
𝑦

=> 𝑦′
𝑥

∙ 𝑥′
𝑦 = 1 =>  𝑦′𝑥 =

1

𝑥′𝑦
 

𝑦مثال: مشتق تابع   = 𝑎𝑥   .را با استفاده از مشتق تابع معکوس آن بدست آرید 

 حل:  

𝑦 = 𝑎𝑥 => 𝑥 = log𝑎 𝑦 

𝑦′𝑥 =
1

𝑥′𝑦
=

1

(log𝑎 𝑦)′
=

1

1
𝑦 log𝑎 𝑒

=
1

1
𝑦

 log𝑒 𝑎 = 𝑦 log𝑒 𝑎 = 𝑎𝑥 ln 𝑎 

 مشتق توابع معکوس مثلثات  

A.  مشتق تابعsin :   

𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥 ⟺ 𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝑦 

𝑦′𝑥 =
1

𝑥′𝑦
=

1

(𝑠𝑖𝑛𝑦)′
=

1

𝑐𝑜𝑠𝑦
=

1

√1 − 𝑠𝑖𝑛2𝑦
=

> (𝑎𝑟𝑐 sin 𝑥)′ =
1

√1 − 𝑥2
 

B.   مشتق معکوس تابعcos  : 

𝑦′
𝑥

=
1

𝑥′
𝑦

=
1

(𝑐𝑜𝑠𝑦)′
=

1

−𝑠𝑖𝑛𝑦
=

−1

√1 − 𝑐𝑜𝑠2𝑦
 

=> (𝑎𝑟𝑐 sin 𝑥)′ = −
1

√1 − 𝑥2
 

C. تانجانت:  مشتق معکوس 

 

𝑦′𝑥 =
1

𝑥′𝑦
=

1

(𝑡𝑎𝑛𝑦)′
=

1

1
𝑐𝑜𝑠2𝑦

= 𝑐𝑜𝑠2𝑦 => (𝑎𝑟𝑐 tan 𝑥)′ =
1

1 + 𝑥2
 

D.  :مشتق معکوس کوتانجانت 

𝑦′
𝑥

=
1

𝑥′
𝑦

=
1

(𝑐𝑡𝑎𝑛𝑦)′
=

1

−1
𝑠𝑖𝑛2𝑦

= −𝑐𝑜𝑠2𝑦 

=> (𝑎𝑟𝑐 ctan 𝑥)′ = −
1

1 + 𝑥2
 

𝑦: مشتق تابع  1مثال = (𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥)5   .را بدست آرید 

مشتق توابع معکوس کسور قسمی

انتیگرال توابع نمایی و 
لوگاریتمی

محاسبه انتیگرال توسط 
کسور قسمی
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 :  1حل

𝑦 = (𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥)5 

𝑦′ = 5(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥)4(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥)′ = 5(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥)4
1

1 + 𝑥2
 

𝑦: مشتق تابع  2مثال = log5(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥)   .را بدست آرید 

 :  2حل

𝑦 = log5(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥) 

𝑦′ = [𝑦 = log5(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥) ]′ =
(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥)′

(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥) ln 5

=

1
1 + 𝑥2

(1 + 𝑥2)(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥) ln 5
 

𝑦: مشتق تابع  3مثال = arctan 𝑒𝑥   .را بدست آرید 

 :  3حل

𝑦′ = [arctan 𝑒𝑥]′ = (arctan 𝑢)′ =  
𝑢′

1 + 𝑢2
=

𝑒𝑥

1 + 𝑒2𝑥
 

𝑦′ =
𝑒0

1 + 𝑒0
=

1

1 + 1
=

1

2
 

 کسور قسمی 
تعریف: کسرهای کوچک یک کسر واقعی که به شکل حاصل جمع نوشته شده باشد،  

طوریکه اگر آنها باهم جمع گردد کسر داده شده واقعی بدست آید کسور قسمی نامیده  

 می شود.  

 برای تجزیه سک واقعی حالات ذیل وجود دارد.  

 حالت اول

هرگاه  
𝑃𝑚(𝑥)

𝑃𝑛(𝑥)
یی تکرار نشده تشکیل گردیده باشد قرار ذیل   

پولینوم مخرج از عوامل ضی

 تجزیه می گردد.  

𝑃𝑚(𝑥)

𝑃𝑛(𝑥)
=

𝐴

𝑥 − 𝑥1
+

𝐵

𝑥 − 𝑥2
+

𝐶

𝑥 − 𝑥3
+ ⋯ +

𝑁

𝑥 − 𝑥𝑛
 

مثال: کسر  
4𝑥2−𝑥−39

𝑥3−4𝑥2−7𝑥+10
 را به کسور قسمی آن تجزیه نمائید.   

یی آنها تجزیه می کنیم.  
 حل: پولینوم مخرج را به عوامل ضی

𝑥3 − 4𝑥2 − 7𝑥 + 10 = (𝑥 − 5)(𝑥 − 1)(𝑥 + 2) 

 یعنی  

4𝑥2 − 𝑥 − 39

𝑥3 − 4𝑥2 − 7𝑥 + 10
=

𝐴

𝑥 − 5
+

𝐵

𝑥 − 1
+

𝐶

𝑥 + 2
 

                    

=
𝐴(𝑥 − 1)(𝑥 + 2) + 𝐵(𝑥 − 5)(𝑥 + 2) + 𝐶(𝑥 − 1)(𝑥 − 5)

(𝑥 − 5)(𝑥 − 1)(𝑥 + 2)
 

                   

=
𝐴𝑥2 + 𝐴𝑥 − 2𝐴 + 𝐵𝑥2 − 3𝐵𝑥 − 10𝐵 + 𝐶𝑥2 − 6𝐶𝑥 + 5𝐶

(𝑥 − 5)(𝑥 − 1)(𝑥 + 2)
 

                  

=
(𝐴 + 𝐵 + 𝐶)𝑥2 + (𝐴 − 3𝐵 − 6𝐶)𝑥 + (−2𝐴 − 10𝐵 + 5𝐶)

(𝑥 − 5)(𝑥 − 1)(𝑥 + 2)
 

ی باهم برابر اند. و داریم که.   در رابطه فوق مخرج ها باهم برابر اند، پس صورت ها نی 

{
𝐴 + 𝐵 + 𝐶 = 4

𝐴 − 3𝐵 − 6𝑐 = −1
−2𝐴 − 10𝐵 + 5𝐶 = −39

 

 رابطه فوق یک معادله سه مجهوله درجه یک است، بعد از حل آن داریم که

𝐴 = 2       ,        𝐵 = 3        ,          𝐶 = −1 

 حالت دوم 

یی مخرج پولینوم درجه یک که بعضی از آنها تکرار گردیده باشد، یعنی  
هرگاه عوامل ضی

𝑥)عامل   − 𝑥0)   ،𝑛 –  .دفعه تکرار گردیده باشد 
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𝑃𝑚(𝑥)

𝑃𝑛(𝑥)
=

𝐴

𝑥 − 𝑥0
+

𝐵

(𝑥 − 𝑥0)2
+

𝐶

(𝑥 − 𝑥0)3
+ ⋯ +

𝑁

(𝑥 − 𝑥0)𝑛
 

مثال: کسر واقعی  
3𝑥2−6𝑥+2

𝑥3−4𝑥2+5𝑥−2
 را به کسر های  قسمی آن تجزیه نمائید.    

 حل:  

3𝑥2 − 6𝑥 + 2

𝑥3 − 4𝑥2 + 5𝑥 − 2
=

𝐴

𝑥 − 2
+

𝐵

𝑥 − 1
+

𝐶

(𝑥 − 1)2
 

               =
𝐴(𝑥 − 1)2 + 𝐵(𝑥 − 2)(𝑥 − 1) + 𝐶(𝑥 − 2)

(𝑥 − 2)(𝑥 − 1)2
 

               =
(𝐴 + 𝐵)𝑥2 + (−2𝐴 − 3𝐵 + 𝐶)𝑥 + (𝐴 + 2𝐵 − 2𝐶)

(𝑥 − 2)(𝑥 − 1)2
 

{
𝐴 + 𝐵 = 3

−2𝐴 − 3𝐵 + 𝐶 = −6 
𝐴 + 2𝐵 − 2𝐶 = 2

            => {
𝐴 = 2
𝐵 = 1
𝐶 = 1

 

3𝑥2 − 6𝑥 + 2

𝑥3 − 4𝑥2 + 5𝑥 − 2
=

2

𝑥 − 2
+

1

𝑥 − 1
+

1

(𝑥 − 1)2
 

 حالت سوم 

یی مخرج پولینوم درجه که قابل تجزیه نبوده و تکرار هم نگردیده باشد،  
هرگاه عوامل ضی

پس یک جز پولینوم  
𝑃𝑚(𝑥)

𝑃𝑛(𝑥)
است که شکل   

𝐴𝑥+𝐵

𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐
 را دارد.   

مثال: کسر  
5𝑥2+8𝑥+9

𝑥3+3𝑥2+6𝑥+4
 را به کسر های قسمی آن تجزیه نمائید.   

 حل: 

5𝑥2 + 8𝑥 + 9

𝑥3 + 3𝑥2 + 6𝑥 + 4
=

𝐴𝑥 + 𝐵

𝑥2 + 2𝑥 + 4
+

𝐶

𝑥 + 1
 

                  =
(𝐴𝑥 + 𝐵)(𝑥 + 1) + 𝐶(𝑥2 + 2𝑥 + 4)

𝑥3 + 3𝑥2 + 6𝑥 + 4
 

                  =
(𝐴 + 𝐶)𝑥2 + (𝐴 + 𝐵 + 2𝐶)𝑥 + (𝐵 + 4𝐶)

𝑥3 + 3𝑥2 + 6𝑥 + 4
 

{
𝐴 + 𝐶 = 5

𝐴 + 𝐵 + 2𝐶 = 8
𝐵 + 4𝐶 = 9

    => {
𝐴 = 3
𝐵 = 1
𝐶 = 2

 

 

5𝑥2 + 8𝑥 + 9

𝑥3 + 3𝑥2 + 6𝑥 + 4
=

3𝑥 + 1

𝑥2 + 2𝑥 + 4
+

2

𝑥 + 1
 

 

)اکسپوننشیل(   انتیگرال های توابع نماتی
𝑓(𝑥)برای تابع نمایی   = 𝑒𝑥   داریم که 

𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥  =>  ∫ 𝑒𝑥𝑑𝑥 = 𝑒𝑥 + 𝐶 

𝑓(𝑥)و برای تابع نمایی   = 𝑎𝑥  :داریم که 

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥  => ∫ 𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
𝑎𝑥

ln 𝑎
+ 𝐶   ∶     (𝑎 ∈ ℝ+    ,    𝑎 ≠ 1) 

𝑓(𝑥)انتیگرال  : 1مثال = 2𝑥−3   .را دریابید 

 حل:  

∫ 2𝑥−3𝑑𝑥 = ∫
2𝑥

23
𝑑𝑥 = ∫

1

8
 2𝑥 𝑑𝑥 =

1

8
 ∫ 2𝑥 𝑑𝑥 =

1

8

2𝑥

ln 2
+ 𝐶 

∫: انتیگرال نمایی  2مثال 3𝑥+1𝑑𝑥   .را دریابید 

 :  2حل

∫ 3𝑥+1𝑑𝑥 = ∫ 3 ∙ 3𝑥 𝑑𝑥 = 3 ∫ 3𝑥 𝑑𝑥 = 3
3𝑥

ln 3
+ 𝐶 

 انتیگرال توابع لوگاریتمی 
 میدانیم گه لوگاریتم ها دو نوع اند، پس انتیگرال این توابع عبارت اند از.  

∫ ln 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥 ln 𝑥 − 𝑥 + 𝐶 
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∫ log𝑎 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥 log𝑎

𝑥

𝑒
+ 𝐶 

∫: انتیگرال  1مثال ln 3𝑥 𝑑𝑥  .را بدست آورید 

 :  1حل

∫ ln 3𝑥 𝑑𝑥 = ∫(ln 3 + ln 𝑥)𝑑𝑥 = ∫ ln 3 𝑑𝑥 + ∫ ln 𝑥 𝑑𝑥 

= 𝑥 ln 3 + 𝑥 ln 𝑥 − 𝑥 + 𝐶 = 𝑥(ln 3𝑥 − 1) + 𝐶 

∫: انتیگرال  2مثال
1

2
 𝑒−2𝑥−3 𝑑𝑥  .را بدست آورید 

 :  2حل

−2𝑥 − 3 = 𝑢  =>  −2 =
𝑑𝑢

𝑑𝑥
    ,   𝑑𝑥 = −

1

2
𝑑𝑢  

∫
1

2
 𝑒−2𝑥−3 𝑑𝑥 = ∫

1

2
 𝑒𝑢 ∙ (−

1

2
) 𝑑𝑢 = −

1

4
 ∫ 𝑒𝑢𝑑𝑢 = −

1

4
𝑒𝑢 + 𝐶 

=>  −
1

4
𝑒−2𝑥−3 + 𝐶 

∫: انتیگرال  3مثال
2𝑥

𝑥+2
𝑑𝑥   .را دریابید 

 :  3حل

∫
2𝑑𝑢

𝑢
= 2 ∫

𝑑𝑢

𝑢
= 2 ln|𝑢| + 𝐶 = 2 ln|𝑥 + 2| + 𝐶 

∫: انتیگرال  4مثال 𝑒2𝑥𝑑𝑥
1

−1
 را دریابید.   

 :  4حل

𝑢 = 2𝑥 => 𝑑𝑢 = 2𝑑𝑥 => 𝑑𝑥 =
1

2
𝑑𝑢 

{
𝑥 = −1 , 𝑢 = 2𝑥 => 𝑢 = 2(−1) − 2

𝑥 = 1  , 𝑢 = 2𝑥 => 𝑢 = 2(1) = 2
 

∫ 𝑒2𝑥𝑑𝑥

1

−1

=
1

2
∫ 𝑒𝑢𝑑𝑢 =

1

2
 [𝑒𝑢]−2

2 = 3,627

1

−1

 

 محاسبه انتیگرال توسط کسور قسمی 
انتیگرال آنها یک کسر واقعی اند، پس برای  بعضی انتیگرال های وجود دارند که تابع تحت 

 محاسبه انتیگرال آنها از کسور قسمی استفاده می نمائیم. 

∫: انتیگرال  1مثال
7𝑥−12

𝑥2−6𝑥+8
𝑑𝑥  .را دریافت نمائید 

: ابتداء تابع تحت انتیگرال را به کسور قسمی آن تجزیه می کنیم) روش تجزیه را در  1حل

 بخش تجزیه به کسور قسمی خواندیم(.  

∫
7𝑥 − 12

𝑥2 − 6𝑥 + 8
𝑑𝑥 = ∫

−1

𝑥 − 2
𝑑𝑥 + ∫

8

𝑥 − 4
𝑑𝑥 

                    = − ∫
1

𝑥 − 2
𝑑𝑥 + 8 ∫

1

𝑥 − 4
𝑑𝑥 

                   =  − ln|𝑥 − 2|

+ 8 ln|𝑥 − 4| + 𝐶 = ln(𝑥 − 2)−1 + ln(𝑥 − 4)8 

                   = ln (
(𝑥 − 4)8

𝑥 − 2
) + 𝐶 

 فعالیت ها 

∫انتیگرال   
−5𝑥+9

𝑥2+𝑥−6
𝑑𝑥  .را محاسبه کنید 

∫انتیگرال    3 log
1

𝑥
𝑑𝑥   .را محاسبه کنید 

∫انتیگرال   
4

𝑒2𝑥−4 𝑑𝑥
2

1
 محاسبه کنید.    

 کسور قسمی چیست؟ با ذکر یک مثال بیان کنید.   

ی    ح کنید.    انتیگرال توابع نمایی را تسری

ی    ح کنید.     انتیگرال توابع لوگاریتمی را تسری


