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 دوره بیست و دوم –تسریعی ب ایی آموزشی ریاضی راهنم

 آنچه درین بخش فرا خواهیم گرفت

 

: در پایان این درس شاگردان قادر گردد تا:   aاهداف آموزشی

 معکوس را بدانند و تعریف کرده بتوانندمشتق توابع  

 انتیگرال توابع نمایی و لوگاریتمی را دانسته و آنها را تعریف کرده بتوانند.  

 کسور قسمی را بدانند و تعریف کرده بتوانند.  

 انتیگرال ها را توسط کسور قسمی محاسبه کرده بتوانند.  

 مثال های مربوط به موضوعات آیی را حل کرده بتوانند.  

 مشتق توابع معکوس

𝑦دو تابع معکوس همدیگر باشند، یعنی  𝑔و  𝑓تعریف: هرگاه  = 𝑓(𝑥) ⟺ 𝑥 = 𝑔(𝑦)  درین صورت
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1
𝑑𝑥

𝑑𝑦

𝑦′𝑥یا   =
1

𝑥′𝑦
 است، که تابع و خواص مشتق توابع ضمنی میتوانیم بنویسیم، که:  

{
𝑦 = 𝑓(𝑥)

𝑥 = 𝑔(𝑦)
=> 𝑦′𝑥 ∙ 𝑥

′
𝑦 = 𝑦

′
𝑦 => 𝑦

′
𝑥 ∙ 𝑥

′
𝑦 = 1 => 𝑦′𝑥 =

1

𝑥′𝑦
 

𝑦مثال: مشتق تابع  = 𝑎𝑥  .را با استفاده از مشتق تابع معکوس آن بدست آرید 

 حل: 

𝑦 = 𝑎𝑥 => 𝑥 = log𝑎 𝑦 

𝑦′𝑥 =
1

𝑥′𝑦
=

1

(log𝑎 𝑦)′
=

1

1
𝑦 log𝑎 𝑒

=
1

1
𝑦

 log𝑒 𝑎 = 𝑦 log𝑒 𝑎 = 𝑎
𝑥 ln 𝑎 

 
 
 مشتق توابع معکوس مثلثای

A.  مشتق تابعsin  : 

𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥 ⟺ 𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝑦 

𝑦′𝑥 =
1

𝑥′𝑦
=

1

(𝑠𝑖𝑛𝑦)′
=

1

𝑐𝑜𝑠𝑦
=

1

√1 − 𝑠𝑖𝑛2𝑦
=> (𝑎𝑟𝑐 sin 𝑥)′ =

1

√1 − 𝑥2
 

B.  مشتق معکوس تابعcos : 

𝑦′𝑥 =
1

𝑥′𝑦
=

1

(𝑐𝑜𝑠𝑦)′
=

1

−𝑠𝑖𝑛𝑦
=

−1

√1 − 𝑐𝑜𝑠2𝑦
 

=> (𝑎𝑟𝑐 sin𝑥)′ = −
1

√1 − 𝑥2
 

C.  :مشتق معکوس تانجانت 

 

𝑦′𝑥 =
1

𝑥′𝑦
=

1

(𝑡𝑎𝑛𝑦)′
=

1

1
𝑐𝑜𝑠2𝑦

= 𝑐𝑜𝑠2𝑦 => (𝑎𝑟𝑐 tan 𝑥)′ =
1

1 + 𝑥2
 

D. کوتانجانت:   مشتق معکوس 

𝑦′𝑥 =
1

𝑥′𝑦
=

1

(𝑐𝑡𝑎𝑛𝑦)′
=

1

−1
𝑠𝑖𝑛2𝑦

= −𝑐𝑜𝑠2𝑦 

=> (𝑎𝑟𝑐 ctan𝑥)′ = −
1

1 + 𝑥2
 

𝑦: مشتق تابع 1مثال = (𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥)5  .را بدست آرید 

 : 1حل

𝑦 = (𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥)5 

𝑦′ = 5(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥)4(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥)′ = 5(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥)4
1

1 + 𝑥2
 

مشتق توابع معکوس کسور قسمی

انتیگرال توابع نمایی و 
لوگاریتمی

محاسبه انتیگرال توسط
کسور قسمی
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𝑦: مشتق تابع 2مثال = log5(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥)  .را بدست آرید 

 : 2حل

𝑦 = log5(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥) 

𝑦′ = [𝑦 = log5(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥) ]
′ =

(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥)′

(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥) ln 5
=

1
1 + 𝑥2

(1 + 𝑥2)(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥) ln 5
 

𝑦: مشتق تابع 3مثال = arctan 𝑒𝑥  .را بدست آرید 

 : 3حل

𝑦′ = [arctan 𝑒𝑥]′ = (arctan𝑢)′ =  
𝑢′

1 + 𝑢2
=

𝑒𝑥

1 + 𝑒2𝑥
 

𝑦′ =
𝑒0

1 + 𝑒0
=

1

1 + 1
=
1

2
 

 کسور قسمی 

تعریف: کسرهای کوچک یک کسر واقعی که به شکل حاصل جمع نوشته شده باشد، طوریکه اگر آنها 

 باهم جمع گردد کسر داده شده واقعی بدست آید کسور قسمی نامیده می شود. 

 برای تجزیه سک واقعی حالات ذیل وجود دارد. 

 حالت اول

هرگاه 
𝑃𝑚(𝑥)

𝑃𝑛(𝑥)
یی تکرار نشده تشکیل گردیده باشد قرار ذیل تجزیه می گردد.  

 پولینوم مخرج از عوامل ضی

𝑃𝑚(𝑥)

𝑃𝑛(𝑥)
=

𝐴

𝑥 − 𝑥1
+

𝐵

𝑥 − 𝑥2
+

𝐶

𝑥 − 𝑥3
+⋯+

𝑁

𝑥 − 𝑥𝑛
 

مثال: کسر 
4𝑥2−𝑥−39

𝑥3−4𝑥2−7𝑥+10
 را به کسور قسمی آن تجزیه نمائید.  

یی آنها تجزیه می  
 کنیم. حل: پولینوم مخرج را به عوامل ضی

𝑥3 − 4𝑥2 − 7𝑥 + 10 = (𝑥 − 5)(𝑥 − 1)(𝑥 + 2) 

 یعنی 

4𝑥2 − 𝑥 − 39

𝑥3 − 4𝑥2 − 7𝑥 + 10
=

𝐴

𝑥 − 5
+

𝐵

𝑥 − 1
+

𝐶

𝑥 + 2
 

                    =
𝐴(𝑥 − 1)(𝑥 + 2) + 𝐵(𝑥 − 5)(𝑥 + 2) + 𝐶(𝑥 − 1)(𝑥 − 5)

(𝑥 − 5)(𝑥 − 1)(𝑥 + 2)
 

                   =
𝐴𝑥2 + 𝐴𝑥 − 2𝐴 + 𝐵𝑥2 − 3𝐵𝑥 − 10𝐵 + 𝐶𝑥2 − 6𝐶𝑥 + 5𝐶

(𝑥 − 5)(𝑥 − 1)(𝑥 + 2)
 

                  =
(𝐴 + 𝐵 + 𝐶)𝑥2 + (𝐴 − 3𝐵 − 6𝐶)𝑥 + (−2𝐴 − 10𝐵 + 5𝐶)

(𝑥 − 5)(𝑥 − 1)(𝑥 + 2)
 

ی باهم برابر اند. و داریم که.   در رابطه فوق مخرج ها باهم برابر اند، پس صورت ها نی 

{
𝐴 + 𝐵 + 𝐶 = 4

𝐴 − 3𝐵 − 6𝑐 = −1
−2𝐴 − 10𝐵 + 5𝐶 = −39

 

 هرابطه فوق یک معادله سه مجهوله درجه یک است، بعد از حل آن داریم ک

𝐴 = 2       ,        𝐵 = 3        ,          𝐶 = −1 

 حالت دوم

یی مخرج پولینوم درجه یک که بعضی از آنها تکرار گردیده باشد، یعنی عامل 
𝑥)هرگاه عوامل ضی −

𝑥0)  ،𝑛 –  .دفعه تکرار گردیده باشد 

𝑃𝑚(𝑥)

𝑃𝑛(𝑥)
=

𝐴

𝑥 − 𝑥0
+

𝐵

(𝑥 − 𝑥0)
2
+

𝐶

(𝑥 − 𝑥0)
3
+⋯+

𝑁

(𝑥 − 𝑥0)
𝑛

 

عی مثال: کسر واق
3𝑥2−6𝑥+2

𝑥3−4𝑥2+5𝑥−2
 را به کسر های  قسمی آن تجزیه نمائید.   

 حل: 

3𝑥2 − 6𝑥 + 2

𝑥3 − 4𝑥2 + 5𝑥 − 2
=

𝐴

𝑥 − 2
+

𝐵

𝑥 − 1
+

𝐶

(𝑥 − 1)2
 

               =
𝐴(𝑥 − 1)2 + 𝐵(𝑥 − 2)(𝑥 − 1) + 𝐶(𝑥 − 2)

(𝑥 − 2)(𝑥 − 1)2
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               =
(𝐴 + 𝐵)𝑥2 + (−2𝐴 − 3𝐵 + 𝐶)𝑥 + (𝐴 + 2𝐵 − 2𝐶)

(𝑥 − 2)(𝑥 − 1)2
 

{
𝐴 + 𝐵 = 3

−2𝐴 − 3𝐵 + 𝐶 = −6 
𝐴 + 2𝐵 − 2𝐶 = 2

            => {
𝐴 = 2
𝐵 = 1
𝐶 = 1

 

3𝑥2 − 6𝑥 + 2

𝑥3 − 4𝑥2 + 5𝑥 − 2
=

2

𝑥 − 2
+

1

𝑥 − 1
+

1

(𝑥 − 1)2
 

 حالت سوم

یی مخرج پولینوم درجه که قابل تجزیه نبوده و تکرار هم نگردیده باشد، پس یک جز 
هرگاه عوامل ضی

پولینوم 
𝑃𝑚(𝑥)

𝑃𝑛(𝑥)
است که شکل   

𝐴𝑥+𝐵

𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐
 را دارد.  

مثال: کسر 
5𝑥2+8𝑥+9

𝑥3+3𝑥2+6𝑥+4
 را به کسر های قسمی آن تجزیه نمائید.  

 حل: 

5𝑥2 + 8𝑥 + 9

𝑥3 + 3𝑥2 + 6𝑥 + 4
=

𝐴𝑥 + 𝐵

𝑥2 + 2𝑥 + 4
+

𝐶

𝑥 + 1
 

                  =
(𝐴𝑥 + 𝐵)(𝑥 + 1) + 𝐶(𝑥2 + 2𝑥 + 4)

𝑥3 + 3𝑥2 + 6𝑥 + 4
 

                  =
(𝐴 + 𝐶)𝑥2 + (𝐴 + 𝐵 + 2𝐶)𝑥 + (𝐵 + 4𝐶)

𝑥3 + 3𝑥2 + 6𝑥 + 4
 

{
𝐴 + 𝐶 = 5

𝐴 + 𝐵 + 2𝐶 = 8
𝐵 + 4𝐶 = 9

    => {
𝐴 = 3
𝐵 = 1
𝐶 = 2

 

5𝑥2 + 8𝑥 + 9

𝑥3 + 3𝑥2 + 6𝑥 + 4
=

3𝑥 + 1

𝑥2 + 2𝑥 + 4
+

2

𝑥 + 1
 

)اکسپوننشیل(   انتیگرال های توابع نمایی

𝑓(𝑥)برای تابع نمایی  = 𝑒𝑥  داریم که 

𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥  =>  ∫𝑒𝑥𝑑𝑥 = 𝑒𝑥 + 𝐶 

𝑓(𝑥)و برای تابع نمایی  = 𝑎𝑥  :داریم که 

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥  => ∫𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
𝑎𝑥

ln 𝑎
+ 𝐶   ∶     (𝑎 ∈ ℝ+    ,    𝑎 ≠ 1) 

𝑓(𝑥): انتیگرال 1مثال = 2𝑥−3  .را دریابید 

 حل: 

∫2𝑥−3𝑑𝑥 = ∫
2𝑥

23
𝑑𝑥 = ∫

1

8
 2𝑥 𝑑𝑥 =

1

8
 ∫2𝑥 𝑑𝑥 =

1

8

2𝑥

ln 2
+ 𝐶 

 را دریابید.   3𝑥+1𝑑𝑥∫: انتیگرال نمایی 2مثال

 : 2حل

∫3𝑥+1𝑑𝑥 = ∫3 ∙ 3𝑥 𝑑𝑥 = 3∫3𝑥 𝑑𝑥 = 3
3𝑥

ln 3
+ 𝐶 

 انتیگرال توابع لوگاریتمی

 یم گه لوگاریتم ها دو نوع اند، پس انتیگرال این توابع عبارت اند از. میدان

∫ln 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥 ln 𝑥 − 𝑥 + 𝐶 

∫log𝑎 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥 log𝑎
𝑥

𝑒
+ 𝐶 

∫: انتیگرال 1مثال ln 3𝑥 𝑑𝑥  .را بدست آورید 

 : 1حل

∫ln 3𝑥 𝑑𝑥 = ∫(ln 3 + ln 𝑥)𝑑𝑥 =∫ ln3𝑑𝑥 + ∫ ln 𝑥 𝑑𝑥 

= 𝑥 ln 3 + 𝑥 ln 𝑥 − 𝑥 + 𝐶 = 𝑥(ln 3𝑥 − 1) + 𝐶 

∫: انتیگرال 2مثال
1

2
 𝑒−2𝑥−3 𝑑𝑥  .را بدست آورید 

 : 2حل

−2𝑥 − 3 = 𝑢  =>  −2 =
𝑑𝑢

𝑑𝑥
    ,   𝑑𝑥 = −

1

2
𝑑𝑢  
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∫
1

2
 𝑒−2𝑥−3 𝑑𝑥 = ∫

1

2
 𝑒𝑢 ∙ (−

1

2
)𝑑𝑢 = −

1

4
 ∫𝑒𝑢𝑑𝑢 = −

1

4
𝑒𝑢 + 𝐶 

=> −
1

4
𝑒−2𝑥−3 + 𝐶 

∫: انتیگرال 3مثال
2𝑥

𝑥+2
𝑑𝑥  .را دریابید 

 : 3حل

∫
2𝑑𝑢

𝑢
= 2∫

𝑑𝑢

𝑢
= 2 ln|𝑢| + 𝐶 = 2 ln|𝑥 + 2| + 𝐶 

∫ل : انتیگرا4مثال 𝑒2𝑥𝑑𝑥
1

−1
 را دریابید.  

 : 4حل

𝑢 = 2𝑥 => 𝑑𝑢 = 2𝑑𝑥 => 𝑑𝑥 =
1

2
𝑑𝑢 

{
𝑥 = −1 , 𝑢 = 2𝑥 => 𝑢 = 2(−1) − 2
𝑥 = 1  , 𝑢 = 2𝑥 => 𝑢 = 2(1) = 2

 

∫𝑒2𝑥𝑑𝑥

1

−1

=
1

2
∫𝑒𝑢𝑑𝑢 =

1

2
 [𝑒𝑢]−2

2 = 3,627

1

−1

 

 محاسبه انتیگرال توسط کسور قسمی

اند، پس برای محاسبه  بعضی انتیگرال های وجود دارند که تابع تحت انتیگرال آنها یک کسر واقعی

 انتیگرال آنها از کسور قسمی استفاده می نمائیم. 

∫: انتیگرال 1مثال
7𝑥−12

𝑥2−6𝑥+8
𝑑𝑥  .را دریافت نمائید 

: ابتداء تابع تحت انتیگرال را به کسور قسمی آن تجزیه می کنیم) روش تجزیه را در بخش تجزیه 1حل

 به کسور قسمی خواندیم(. 

∫
7𝑥 − 12

𝑥2 − 6𝑥 + 8
𝑑𝑥 = ∫

−1

𝑥 − 2
𝑑𝑥 + ∫

8

𝑥 − 4
𝑑𝑥 

                    = −∫
1

𝑥 − 2
𝑑𝑥 + 8∫

1

𝑥 − 4
𝑑𝑥 

                   =  − ln|𝑥 − 2| + 8 ln|𝑥 − 4| + 𝐶 = ln(𝑥 − 2)−1 + ln(𝑥 − 4)8 

                   = ln (
(𝑥 − 4)8

𝑥 − 2
) + 𝐶 

 فعالیت ها

∫انتیگرال  
−5𝑥+9

𝑥2+𝑥−6
𝑑𝑥  .را محاسبه کنید 

3∫انتیگرال   log
1

𝑥
𝑑𝑥  .را محاسبه کنید 

∫انتیگرال  
4

𝑒2𝑥−4
𝑑𝑥

2

1
 محاسبه کنید.   

 کسور قسمی چیست؟ با ذکر یک مثال بیان کنید.  

ی    ح کنید.    انتیگرال توابع نمایی را تسری

ی    ح کنید.    انتیگرال توابع لوگاریتمی را تسری

 آنچه قرار است درین بخش بخوانیم

 

 :  در پایان این بخش شاگردان باید به نتایج ذیل دست یابند.  اهداف آموزشی

  .محاسبه سطوح محصور شده توسط گراف منحنی ها را بدانند 

  .ی دو منحنی توابع را دریافت کرده بتوانند  مساحت محصور شده بی 

  .ی دریافت کرده بتوانند  حجم اجسام دورایی را با استفاده از انتیگرال معی 

محاسبه مساحت 
محصور شده 

توسط یک منحنی

تعریف•

مثال ها •

مساحت محصور 
شده توسط دو 

منحنی

تعریف •

مثال ها •

محاسبه حجم 
اجسام دورانی 

تعریف •

مثال ها •

محاسبه طول 
قوس 
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   کرده بتوانند. طول قوس را محاسبه 

  .مثال های مربوط به درس را کار کرده بتوانند 

 محاسبه مساحت محصور شده توسط یک منحنی 

∫انتیگرال  𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎)  مساحت سطحی را نشان می دهد که توسط منحنی تابع

𝑦 = 𝑓(𝑥)  و محور𝑥  وال ,𝑎]در انیی 𝑏]   .محصور شده است 

وا 𝑓(𝑥)اگر تابع  ,𝑎]ل بسته در انیی 𝑏]  متمادی و مثبت باشد، یعنی𝑦 = 𝑓(𝑥) ≥ گردد درین   0

𝑓(𝑥)قرار دارد و مثبت  و اگر  𝑥همیشه در قسمت بالای محور   𝑓(𝑥)حالت گراف تابع  ≤ باشد  0

ی   قرار دارد و منفی است.  𝑥 درین صورت گراف تابع همیشه در قسمت پائی 

 

𝑦: مساحت سطح محصور شده توسط منحنی تابع 1مثال = 1 −
1

2
𝑥2  و محور𝑥  .را محاسبه نمائید 

ی نمودن سطح محصور شده ابتداء نقطه بحرایی و تقاطع با محور 1حل را به دست می  𝑥: برای تعیی 

 آوریم. 

𝑦 = 1 −
1

2
𝑥2  , 𝑦′ = −𝑥 

𝑦′ = 0 => 𝑥 = 0 

𝑥 = 0 => 𝑦 = 1 −
1

2
 0 = 1   =>   نقطه بحرایی (0,1)

𝑦 = 0 => 1 −
1

2
𝑥2 = 0 => −

1

2
𝑥2 = −1 => 𝑥 = ±√2 = {

𝑥1 = √2

𝑥1 = −√2
 

=> (√2, 0) , (−√2,   نقاط تقاطع با محورات (0

∫ (1 −
1

2
𝑥2)𝑑𝑥 = 2

√2

−√2

∫ (1 −
1

2
𝑥2)𝑑𝑥 = 2([𝑥 −

1

6
𝑥3]

0

√2

)

√2

0

 

𝐴 = 2(√2 −
(√2)

3

6
− 0) = 2(

6√2 − (√2)
3

6
) =

4√2

3
 

 

 

 

 

 

 

𝑦: گراف منحنی تابع 2مثال = 𝑥2 − 3𝑥  را رسم و مساحت سطح محصو شده توسط منحنی مذکور

وال  𝑥و محور   محاسبه کنید.  [1,4−]را در انیی

 : 2حل

𝑦 = 𝑥2 − 3𝑥   => 𝑦′ = 2𝑥 − 3 

𝑦′ = 0 => 2𝑥 − 3 = 0 => 2𝑥 = 3 => 𝑥 =
3

2
 

𝑥 =
3

2
 => 𝑦 = 𝑥2 − 3𝑥 = (

3

2
)
2

− 3(
3

2
) 

𝑦 =
9

4
−
9

2
= −

9

4
                 (

3

2
,−
9

4
)   نقطه بحرایی 

 

 

 

 

 

𝐴 = 𝐴1 − 𝐴2 + 𝐴3 = ∫(𝑥2 − 3𝑥)𝑑𝑥 − ∫(𝑥2 − 3𝑥)𝑑𝑥 + ∫(𝑥2 − 3𝑥)𝑑𝑥

4

3

3

0

0

−1

 

𝐴 = [
1

3
𝑥3 −

3

2
𝑥2]

−1

0

− [
1

3
𝑥3 −

3

2
𝑥2]

0

3

+ [
1

3
𝑥3 −

3

2
𝑥2]

3

4

 

ی بجای متحول ها داریم که  بعد از وضع اندکس های بالای و پائی 

𝑌 

𝑋 −√2 √2 

𝑦 𝑥 
𝐴1 

𝐴2 

𝐴3 
−1 4 

𝑓(𝑥) 
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𝐴 = −(−
1

3
−
3

2
) − (

1

3
27 −

3

2
9) + (

1

3
64 −

3

2
16) − (

1

3
27 −

3

2
9) 

    =
1

3
+
3

2
−
27

3
+
27

2
+
64

3
−
48

2
−
27

3
+
27

2
=> 𝐴 =

49

6
 

 محاسبه مساحت محصور شده توسط دو منحنی 

𝑦1برای محاسبه سطح محصور شده توسط دو منحنی  = 𝑓(𝑥)  و𝑦2 = 𝑔(𝑥)  در صورتیکه

𝑓(𝑥) > 𝑔(𝑥)  باشد، یعنی گراف تابع𝑓(𝑥)  بالاتر از گراف تابع𝑔(𝑥)  قرار داشته باشد، پس ابتداء

ی منحنی با محور نقطه تقاطع هر دو منحنی را یاف  مساحت بی 
ٌ
وال  𝑥ته بعدا ,𝑎]را در انیی 𝑏]  محاسبه می

 کنیم. 

𝐴 = ∫[𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)]

𝑏

𝑎

dx = ∫𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 − ∫𝑔(𝑥)

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

𝑓(𝑥)اگر  < 𝑔(𝑥)  باشد، یعنی گراف تابع𝑔(𝑥)  بالاتر از گراف تابع𝑓(𝑥)  .قرار داشته باشد داریم که 

𝐴 = ∫[𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥)]

𝑏

𝑎

dx = ∫𝑔(𝑥)

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 − ∫𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

ی منحنی های 1مثال 𝑓(𝑥): مساحت سطح محصور شده بی  = 2𝑥 − 𝑥2  و𝑔(𝑥) = 𝑥2  را حساب

 کنید. 

: در قدم نخست نقاط تقاطع هر دو منحنی را دریافت می کنیم، برای این کار معادلات هر دو 1حل

 منحنی را باهم برابر قرار میدهیم. 

𝑓(𝑥) = 2𝑥 − 𝑥2  , 𝑔(𝑥) = 𝑥2 

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) => 2𝑥 − 𝑥2 = 𝑥2 

2𝑥 − 𝑥2 − 𝑥2 = 0 

2𝑥 − 2𝑥2 = 0 

2𝑥(1 − 𝑥) = 0 

2𝑥 = 0 => 𝑥1 = 0 

1 − 𝑥 = 0 => 𝑥2 = 1 

، حالا مساحت محصور شده را میتوان قرار (0,0)و  (1,1)نقاط تقاطع هر دو منحنی عبارت اند از 

 ذیل دریافت نمود. 

𝐴 = ∫[𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)]

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 = ∫[2𝑥 − 𝑥2 − 𝑥2]

1

0

𝑑𝑥 = ∫[2𝑥 − 𝑥2]

1

0

𝑑𝑥 

     = [
2𝑥2

2
−
2𝑥3

3
]
0

1

= [𝑥2 −
2

3
𝑥3]

0

1

= (1 −
2

3
) − 0 =

3 − 2

3
=
1

3
 

𝐴 =
1

3
 

ی منحنی 2مثال 𝑓(𝑥): مساحت محصور شده بی  = 𝑥2 − 6𝑥 + 𝑔(𝑥)و خط  2 = 2 − 𝑥  را

 حساب کنید. 

 : اول نقاط تقاطع خط و منحنی را دریافت می کنیم. 2حل

𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 6𝑥 + 2  

𝑔(𝑥) = 2 − 𝑥 

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) 

=> 𝑥2 − 6𝑥 + 2 = 2 − x 

𝑥2 − 6𝑥 + 2 − 2 + x = 0 

𝑥2 − 5𝑥 = 𝑥(𝑥 − 5) = 0 

𝑥1 = 0  , 𝑥2 = 5 

(0,2) , (5,   نقاط تقاطع (3−

 قرار دارد، پس داریم که.  𝑓(𝑥)بالای گراف  𝑔(𝑥)از شکل معلوم می شود که گراف 

 قرار دارد به این معنی که:  𝑓(𝑥)بالاتر از گراف تابع  𝑔(𝑥)از شکل معلوم می شود که گراف 

𝑔(𝑥) > 𝑓(𝑥) 

𝑔(𝑥) 

𝐴 

𝑔(𝑥) 

𝑓(𝑥) 
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𝐴 = ∫[𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥)]

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 = ∫(2 − 𝑥 − 𝑥2 + 6𝑥 − 2)

5

0

𝑑𝑥 

    = ∫(−𝑥 − 𝑥2 + 6𝑥)𝑑𝑥 = ∫(−𝑥2 + 5𝑥)𝑑𝑥

5

0

5

0

 

    = [−
𝑥3

3
+ 5

𝑥2

2
]
0

5

= (−
125

3
+ 5

25

2
) − 0 = −

125

3
+
125

2
=
125

6
 

𝐴 =
125

6
 

 محاسبه احجام دورایی 

ی تر ما حجم اجسام را با استفاده از فورمول های که بدون ثبوت آنها را قبول کرده بوددر صنو  یم ف پائی 

ی ثبوت می کنیم.   حل می کردیم، اما درینجا فورمول های حجم اجسام را با استفاده از انتیگرال معی 

  هرگاه مساحت منحنی تابع متمادی𝑦 = 𝑓(𝑥)  توسط خطوط𝑥 = 𝑎  و𝑥 = 𝑏  محصور

ی منحنی تابع فوق حول محور شده با به  𝑥شد. پس حجم جسمی که از دوران مساحت بی 

 استوانه یی شکل است که از رابطه ذیل دریافت می گردد. 
ً
 وجود می آید تقریبا

𝑣 = lim
𝑛→∞

𝑉𝑛 = lim
𝑛→∞

∑𝐴(𝑥)∆𝑥

𝑛

𝑖=1

= ∫𝜋𝑦2𝑑𝑥 = ∫𝜋[𝑓(𝑥)]2𝑑𝑥

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

 

  اگر مساحت منحنی𝑥 = 𝑓(𝑦)  توسط خطوط𝑦 = 𝑐  و𝑦 = 𝑑  .محصور شده باشد

ی استوانه نظر به محور  𝑦∆     بوده، ارتفاع آن 𝑦  ،𝜋𝑟2مساحت مقطع چنی  = 𝑑 − 𝑐  و

𝑥شعاع آن  = 𝑟  .است. حجم که از دوران این مساحت به دست می آید طور ذیل است 

𝑣 = lim
𝑛→∞

𝑉𝑛 = lim
𝑛→∞

∑𝐴(𝑦)∆𝑦

𝑛

𝑖=1

= ∫𝜋𝑥2𝑑𝑥 = ∫𝜋[𝑓(𝑦)]2𝑑𝑦

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

 

 حجم کره را با استفاده از انتیگرال محاسبه کنید.  .1

 ثبوت: 

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2 => 𝑦2 = 𝑟2 − 𝑥2 

𝑉 = ∫𝜋𝑦2
𝑟

−𝑟

𝑑𝑥 = 𝜋 ∫(

𝑟

−𝑟

𝑟2 − 𝑥2)𝑑𝑥 = 2𝜋∫(

𝑟

0

𝑟2 − 𝑥2)𝑑𝑥 

     = 2𝜋 [𝑟2𝑥 −
𝑥3

3
]
0

𝑟

= 2𝜋 [(𝑟3 −
𝑟3

3
) − 0] = 2𝜋 (

3𝑟3 − 𝑟3

3
) 

     = 2𝜋 (
2𝑟3

3
) =

4

3
𝜋𝑟3                  => 𝑉 =

4

3
𝜋𝑟3              

 جم مخروط را توسط انتیگرال دریافت نمائید. ح .2

𝑦چون سطح مخروطی از دوران خط  = 𝑚𝑥  حول محور𝑥  :بدست می آید، بنا برین 

𝑉 = ∫𝜋𝑦2
ℎ

0

𝑑𝑥 

    = ∫𝜋𝑚2𝑥2𝑑𝑥

ℎ

0

= 𝜋𝑚2∫𝑥2
ℎ

0

𝑑𝑥 

    = 𝜋𝑚2 [
𝑥3

3
]
0

ℎ

= 𝜋𝑚2 (
ℎ3

3
) =

𝜋ℎ

3
 (𝑚ℎ)2

𝑚ℎ=𝑟
→   

𝜋ℎ

3
 𝑟2 =

1

3
𝜋𝑟2ℎ 

𝑉 =
1

3
𝜋𝑟2ℎ    حجم مخروط  

 حجم بیضوی را با استفاده از انتیگرال دریافت نمائید.  .3

میدانیم که معادله نورمال بیضوی 
𝑥2

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
= 𝑦2است و رابطه  1 = 𝑏2 −

𝑏2

𝑎2
𝑥2  ی درست است نی 

 و داریم که. 

𝑉 = ∫𝜋𝑦2𝑑𝑥

𝑎

−𝑎

= 𝜋 ∫ [𝑏2 −
𝑏2

𝑎2
𝑥2]

𝑎

−𝑎

𝑑𝑥 = 2𝜋∫ [𝑏2 −
𝑏2

𝑎2
𝑥2]

𝑎

0

𝑑𝑥 

 

= 2𝜋 [𝑏2𝑥 −
𝑏2

𝑎2
𝑥3

3
]
0

𝑎

= 2𝜋 [(𝑏2𝑎 −
𝑏2

𝑎2
𝑥3

3
) − 0] = 2𝜋 [𝑏2𝑎 −

𝑏2𝑎

3
] 

= 2𝜋 [
3𝑏2𝑎 − 𝑏2𝑎

3
] = 2𝜋 [

2𝑏2𝑎

3
]          => 𝑉 =

4

3
𝜋𝑎2𝑏   حجم بیضوی  
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ی منحنی تابع 1مثال 𝑦: حجم جسم را که از دوران مساحت بی  = 𝑥2  و خط𝑦 = به  𝑦حول محور  1

 دست می آید حساب کنید. 

 حل: 

𝑉 = ∫𝜋𝑥2
𝑏

𝑎

𝑑𝑦 = 𝜋∫𝑦

1

0

𝑑𝑦 = [
1

2
𝜋𝑦2]

0

1

=
1

2
𝜋 => 𝑉 =

𝜋

2
 

ی منحنی 2المث 𝑦: حجم جسمی را که از دوران مساحت بی  = 𝑥2  و خط𝑦 = 𝑥  حول محور𝑥  به

 وجود می آید. 

 : 2حل

{
𝑦1 = 𝑥

2 = 𝑓(𝑥)
𝑦2 = 𝑥 = 𝑔(𝑥)

=> 𝑦2 > 𝑦1 

         = ∫[𝜋(𝑦2
2 − 𝑦1

2)]

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 = ∫𝜋(𝑥2 − (𝑥2)2)

1

0

𝑑𝑥 

         = 𝜋∫(𝑥2 − 𝑥4)𝑑𝑥

1

0

= 𝜋 [
𝑥3

3
−
𝑥5

5
]
0

1

= 𝜋 [(
1

3
− 0) − (

1

5
− 0)] 

         = 𝜋 [
1

3
−
1

5
] =

2𝜋

15
      => 𝑉 =

2𝜋

15
 

 محاسبه طول قوس

  اگر منحنی𝑦 = 𝑓(𝑥)  وال 𝑎در انیی ≤ 𝑥 ≤ 𝑏  داده شده باشد با توجه به پارامیی مانند𝑥 

 طول قوس منحی از رابطه ذیل دریافت می گردد. 

𝐿 = ∫√1 + 𝑓′2(𝑥)

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

𝑓(𝑥)مثال: طول قوس منحنی  = 𝑥
3

وال  2 0را در انیی ≤ 𝑥 ≤  حساب کنید.  4

 حل: 

𝑓(𝑥) = 𝑥
3
2 => 𝑓′(𝑥) =

3

2
𝑥
1
2 

𝐿 = ∫√1 + 𝑓′2(𝑥)

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 = ∫√1 + (
3

2
𝑥
1
2)
2

4

0

𝑑𝑥 = ∫√1 +
9

4
𝑥

4

0

𝑑𝑥 

    = ∫√𝑢
4

9
𝑑𝑢 =

4

9
∫𝑢

1
2

4

0

𝑑𝑢 =
4

9
[
𝑢
1
2
+1

1
2
+ 1
]

0

44

0

=
4

9

2

3
[𝑢
3
2]
0

4

=
8

27
[√𝑢3]

0

4
 

    =
8

27
[√(1 +

9

4
 𝑥)

2

]

0

4

=
8

27
 [√(1 +

9

4
 4)

3

− 1] =
8

27
 (√103 − 1) 

=> 𝐿 =
8

27
(10√10 − 1)  

  اگر معادله منحنی𝑥 = 𝑓(𝑥)  وال 𝑎در انیی ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 به پارامیی  داده شده باشد با توجه

ی محاسبه می کنیم.  𝑦های مانند   طول قوس منحنی را چنی 

𝐿 = ∫√𝑓′2(𝑥) + 1

𝑏

𝑎

𝑑𝑦 

𝑥مثال: طول قوس منحنی  = 𝑓(𝑦) = 𝑦
3

وال  2 1را در انیی ≤ 𝑥 ≤  محاسبه کنید.  4

 حل: 

𝑓(𝑦) = 𝑦
3
2  , 𝑓′(𝑦) =

3

2
 𝑦
1
2 

𝐿 = ∫√𝑓′2(𝑥) + 1𝑑𝑦 = ∫√(
3

2
 𝑦
1
2)
2

+ 1𝑑𝑥

4

1

𝑏

𝑎

= ∫√
9

4
𝑦 + 1𝑑𝑦

4

1
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   = ∫√𝑢
4

9
𝑑𝑢 =

4

9
 ∙
2

3
[𝑢
3
2]
1

4
4

1

=
8

27
[√(

9

4
𝑦 + 1)

3

]

1

4

=
8

27
[√103 −√(

9

4
+ 1)

3

] 

=> 𝐿 =
8

27
[10√10 − √

2197

64
]  

 فعالیت ها

  ی منحنی 𝑦مساحت محصور شده بی  = sin 𝑥  و محور𝑥  وال محصور  [0,2𝜋]را در انیی

 شده دریافت کنید. 

  ی منحنی 𝑦مساحت محصور شده بی  = 𝑥2 + وال  3 ,2−]در انیی  را دریافت کنید.  [4

  طول قوس منحنی𝑥 = 𝑡2  و𝑦 = 𝑡3  وال 1را در انیی ≤ 𝑥 ≤  دریافت کنید.  2

  محیط دایره𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2  .را دریافت نمائید 

  ی منحنی ها 𝑦مساحت محصور شده بی  = 𝑥2  و𝑦 = −𝑥2 + 4𝑥  .را دریابید 

 


