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 دوره هفدهم –راهنمایی آموزشی ریاضی تسریعی ب 

 :هدف کلی درس

آشنا شوند و نحوه استفاده از آن را « لمیت»آموزان با مفهوم هدف از این درس این است که دانش
 روزمره و درک بهتر از حرکت

ی
ندها و در زندگ ات تدریجی یاد بگتر  .تغیتر

 . مفاهیم کلیدی درس )مفهوم لمیت(1

 :تعریف لمیت
 متغتر مفهوم لمیت به ما می

ً
  (𝑥گوید که وقتر متحول )مثلا

ً
نزدیک  (𝐴به یک عدد خاص )مثلا

دهنده رفتار تابع در نزدیکی یک نقطه چه رفتاری دارد. به عبارت دیگر، لمیت نشان (𝑦) شود، تابعمی
 .است، حتر اگر آن نقطه تعریف نشده باشد خاص

 :مثال ساده از لمیت

= 𝑦 فرض کنید تابعی به نام  𝑥² −  3به عدد  y نزدیک شود، مقدار تابع 2به عدد  𝑥 داریم. اگر 1 
− 𝑥² لمیت تابع»گوییم که شود. به این مینزدیک می  3شود، برابر نزدیک می 2به  x وقتر که 1 

 «است. 

تواند به یک عدد نزدیک شود بدون اینکه در آن نقطه اهید بدانید که چطور یک تابع میاما شاید بخو 
 به همان مقدار برسد. اینجاست که مفهوم لمیت وارد می

ً
 !شوددقیقا

شت معمای دویدن خرگوش و سنگ
ُ
 پ

کنیم  گری بازگو  خواهیم آنرا به شکل دیپُشت را شاید شنیده باشید. میقصه مسابقه خرگوش و سنگ
وش در جنگل با سرعتر بسیار بالا، در که به زبان ریاضی نزدیک

َ
تر باشد. فرض کنید خرگوش، قهرمان د

پُشت )که یک موجود حال دویدن به سمت خط پایان مسابقه است. حالا در این مسابقه، سنگ
 .کندطور طبیعی خیلی کندتر از خرگوش حرکت میپُشت بهبسیار کند است( هم حضور دارد. سنگ

 :اما داستان جالب اینجاست
وع به دویدن در ابتدا، سنگ پُشت چند قدم جلوتر از خرگوش قرار دارد. یعتی وقتر خرگوش سرر

رسد، پُشت در لحظه آغاز دویدن او قرار داشته میای که سنگکند، درست وقتر که به نقطهمی
کمی جلوتر رفته است. پس پُشت که در حال حرکت است در این لحظه در آن نقطه نیست و  سنگ

پُشت برسد، اما در این مسابقه کند و قصد دارد به سنگبا وجود آنکه خرگوش به سرعت حرکت می

رود. به عبارت پُشت کمی بیشتر جلو میرسد، سنگعجیب، هر زمان که خرگوش به یک نقطه می
 .رودر میپُشت هم مقداری جلوتکند، سنگدیگر، هر وقت خرگوش یک مسافت را طی می

رسد یا پُشت میکند. حالا سوال اینجاست: آیا خرگوش به سنگاین اتفاق به طور مداوم ادامه پیدا می
؟  !ختر

 :پاسخ معما و ارتباط با لمیت
تر اگر سرعت پُشت برسد، حتواند به سنگدهد که خرگوش هرگز نمیاگر دقت کنید، این معما نشان می

پُشت هم رسد، سنگای میون همیشه وقتر خرگوش به نقطهخرگوش بسیار زیاد باشد. چرا؟ چ
 !مقداری بیشتر جلو رفته است

 به سنگاما نکته
ً
رسد. چرا؟ چون در پُشت میی جالب اینجاست که در دنیای واقعی، خرگوش قطعا

ی خرگوش و سنگ بتدا به اکند، حتر اگر در پُشت به طور تدریجی کاهش پیدا میهر مرحله، فاصله بیر
 .تواند به او برسدر برسد که خرگوش نمینظ

 :مفهوم لمیت
 مفهوم لمیت در ریاضیات را توضیح می

ً
دهد. در حقیقت، به جای اینکه بگوییم خرگوش این معما دقیقا

و این « دودپُشت میه سمت سنگبخرگوش »گوییم که رسد، میپُشت نمیبه طور واقعی به سنگ
 .شودمیها با گذر زمان بیشتر نزدیکی

ی به یک نقطه نزدیک می ی  به آن نقطه نرسد. در این لمیت یعتی اینکه چتر
ً
شود، حتر اگر هرگز دقیقا

شود ولی وقتر که مسافه و زمان را به تر میپُشت نزدیکطور مداوم به سمت سنگمعما، خرگوش به
 رسد. پُشت نمی، خرگوش هرگز به سنگهای کوچک و کوچکتر تقسیم کنیمواحد 

یجهنتی  :گیر
کنیم تا نشان رسد، اما در ریاضیات، ما از لمیت استفاده میپُشت میدر دنیای واقعی، خرگوش به سنگ
شود، حتر اگر در ابتدا فاصله زیادی تر میپُشت نزدیکرود، به سنگدهیم که هرچه خرگوش به جلو می

 .باشد

« نزدیک شدن»و یا « تقریب»ه به معتی طور ساددهد که لمیت در ریاضیات بهاین مثال به ما نشان می
 به آن نقطه نمیبه یک نقطه است، ولی هیچ

ً
 .رسیموقت دقیقا

 :
ی

 چالش شایستگ
ی خرگوش و سنگ .1 باشد و در هر مرحله این فاصله نصف شود،  𝑑0پُشت اگر فاصله اولیه بیر

تعداد پُشت برسد را به صورت یک تابع از ای که خرگوش باید طی کند تا به سنگفاصله
ی   .رسد( بنویسیدپُشت میهای خرگوش )تعداد دفعاتر که خرگوش به نقطه قبلی سنگختر
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ها بنویسید. اگر زمان هر زمان لازم برای هر پرش خرگوش را به عنوان تابعی از تعداد پرش .2
های خرگوش را به شود کاهش پیدا کند، زمان کلی پرشای که طی میپرش به نسبت فاصله

 .ها بیان کنیداز تعداد پرشصورت یک تابع 
 پُشت برسد؟تواند به سنگچه لمیتر برای این توابع وجود دارد؟ چه زماتی خرگوش می .3

 

ی دو موتر:   معمای پرواز پرنده بیر

ها کنند و یک پرنده از روی یکی از آنفرض کنید دو موتر از دو سمت جاده به سمت یکدیگر حرکت می
 به سوی موتر قبلی برمیپرد و بدون توقبه روی دیگری می

ً
طور مداوم گردد. پرنده این کار را بهف، فورا

وقفه از روی یکی به سوی دیگری شوند، پرنده تی تر میدهد در حالیکه موترها به هم نزدیکادامه می
دهد؟ آیا برای پاسخ به این گردد، سؤال این است که پرنده چند بار این کار را انجام میپرد و برمیمی
ی دو موتر داریم؟س ی فاصله دقیق بیر  وال نیاز به دانسیر

 :جواب ساده و مفهوم لمیت

پرد، به مفهوم "تقریب" در این نوع معما، تعداد دفعاتر که پرنده از روی یکی از موترها به روی دیگری می
 .دهدشود و لمیت را نشان مینزدیک می

 چرا به فاصله نیاز نداریم؟

ی دو موتر نیستبرای حل این مسئله،  ی دقیق فاصله بیر ، بلکه مفهوم لمیت به ما کمک نیازی به دانسیر
کند که بفهمیم چگونه پرنده به طور پیوسته در حال پریدن از یک موتر به دیگری است، هرچند که می

د کمتر و کمتر میهر بار فاصله  .شودای که باید بتر

 چطور؟
یک موتر  ا با نزدیک شدن موترها به هم، هر بار که پرنده از پرد، امدر ابتدا، پرنده مسافتر طولاتی می

های کوچک و  شود، اما وقتر ما زمان و مسافت را به واحد پرد، فاصله کمتر و کمتر میبه دیگری می
ماند. در ریاضیات، این به این معناست  تر تقسیم نمائیم، پرنده دائم در حالا رفت و آمد باقر میکوچک

کند، ولی در نهایت، به شود، بلکه هر بار کمتر و کمتر پرش میه طور کامل متوقف نمیکه پرنده هرگز ب
رود، نهایت میها به سمت تی کند. یعتی تعداد پرشنهایت ادامه پیدا میصورت تئوریک، این فرایند به تی 

 .شوداما مسافه هر پرواز و زمان پرواز به یک قیمت بسیار بسیار کوچک نزدیک می

ینتیجه  :گیر

دهد، اما چون هر بار که از یک موتر به دیگری پایاتی انجام میهای تی پرنده به طور نظری تعداد پرش
دهد که البته در شود، در عمل پرنده تنها تعداد محدودی پرش انجام میپرد، فاصله کمتر و کمتر میمی
 .شودنهایت به صفر نزدیک میتی 

 همان مفهوم لمیت 
ً
دهد وقتر دو موتر به هم نزدیک دهد، که نشان میرا نشان میاین سوال دقیقا

نهایت دهد به تی پرد(، تعداد دفعاتر که پرنده این کار را انجام میشوند )و پرنده از یکی به دیگری میمی
ی زمان شود، اما هر پرش فاصلهنزدیک می ای کمتر از قبل خواهد داشت و در نتیجه فاصله پرواز و نتر

 کند. سمت صفر تقرب میپرواز به 

ی دو موتر نیاز داریم؟  آیا به فاصله بیر

ی فاصله  ، برای پاسخ دادن به این سوال از نظر ریاضی و استفاده از مفهوم لمیت، نیازی به دانسیر ختر
ی دو موتر نیست. مهم این است که موترها چه یک کیلومتر فاصله داشته باشند و یا فقط  دقیق بیر

، فقط زماتی   ی آنکه به یکدیگر بسیار نزدیک میچند متر کند، در ها به صفر تقرب میشوند و فاصله بیر
 کند. نهایت میل میها به سمت تی آن زمان است که تعداد پرش

 :
ی

  چالش شایستگ

ی دو موتر  .1 ای که باشد و در هر مرحله این فاصله نصف شود، فاصله 𝑑0اگر فاصله اولیه بیر
ی دو موتر به طور مداوم پرش کند را به صورت یک تابع از تعداد  پرنده باید طی کند تا بیر

 .ها بنویسیدپرش
کند کاهش پیدا کند، زمان  ای که طی میاگر زمان لازم برای هر پرش پرنده به نسبت فاصله .2

 .ها بنویسیدرت یک تابع از تعداد پرشهای پرنده را به صو کل پرش
طور رسد و چه زماتی بهچه لیمیتر برای این توابع وجود دارد؟ در نهایت، پرنده به کجا می .3

 رسد؟نظری به طور کامل به پایان می

 :فعالیت عملی

1.  
ً
= 𝒚رسم گراف تابعی ساده )مثلا  𝒙²) و مشاهده رفتار آن وقتی که 𝒙  یا هر  𝟏 ،𝟎به

 .شودعدد دیگر نزدیک می
 :های کاربردیمسئله .2

o روزمره بیاورند که در آن یک تغیتر از دانش 
ی

آموزان بخواهید که مثالی از زندگ
 ها(یتر دما، سرعت، یا قیمتکنند )مثل تغتدریجی و پیوسته را مشاهده می

 



Page 3 of 5 
 

 :های بصری و جالبتمرین

 :رسم گراف – 1تمرین 

o د که گراف تابعی مانندآموزان بخواهیاز دانش 𝑦 =  𝑥²  را رسم کنند و مشاهده
 .شودکنند که چگونه این تابع به سمت صفر یا هر عدد دیگر نزدیک می

 :های معمایی مثال – 2تمرین 

o پُشت پیدا کنید که های کاربردی دیگری مشابه معمای خرگوش و سنگمثال
 واقعی نشان دهد. به عنوان

ی
مثال، برای یک وسیله نقلیه   مفاهیم لمیت را در زندگ

 رسد؟صد میشود، آیا در نهایت به مقکه به یک مقصد نزدیک می

 :تمرین نوشتاری

 روزمره را در چند جمله آموزان بخواهید که مفاهیم لمیت و کاربرد آناز دانش 
ی

ها در زندگ
 .ساده بیان کنند

ی. روش4  های بهبود یادگیر

 :مطالعه گروهی و تعامل

   آموزان برای بحث و تبادل نظر در مورد مفاهیم لمیت و  های کوچک از دانشگروهایجاد
 .کاربردهای آن

ی نوآورانه5  . یادگیر

ی  :مستندسازی یادگیر

 های روزانه بنویسند یا گرافهاتی برای هر مفهومی که آموزان بخواهید که یادداشتاز دانش
ند، رسم کنندیاد می  .گتر

 از آن ، ی ا ر که یک پروژه کوچک بسازند که در آن نتایج محاسبات لمیت   ها بخواهید همچنیر
 .نمایش دهند

 :استفاده از تکنولوژی

 سی دارند، میبرای دانش نت دستر توانند با جستجو در یوتیوب و مشاهده آموزاتی که به اینتر
ی از این مفهوم برسند "Limit" ویدئوهای آموزسیر در مورد  .به درک بهتر

 :. خلاصه درس6

ند و نحوه استفاده از آن را در مسائل مختلف این درس، دانشدر  آموزان باید مفهوم لمیت را یاد بگتر
ی، این مفاهیم ها، و روشریاضی و علمی درک کنند. با استفاده از معماها، تمرین های نوآورانه یادگتر

 .ها جذاب و قابل درک خواهند شدبرای آن

 :درس کلی هدف

 خاص نقطه یک نزدیکی در تابع رفتار از تریدقیق درک آموزاندانش که تاس این درس این از هدف
 لمیت» و «لمیت خواص» ،«چپ سمت لمیت» ،«راست سمت لمیت» مفاهیم با و آورند دست به

ات از تریدقیق تحلیل بتوانند تا شوند آشنا «نستی  توابع  .دهند ارائه توابع رفتار و تغیتر

 

 درس کلیدی مفاهیم .1

 چپ سمت و راست سمت لمیت 1.1

 :تعریف

  خاص عدد یک به 𝑥 که وقتر  بدانیم خواهیممی و داریم 𝑓(𝑥) نام به تابعی کنید فرض
ً
 نزدیک 𝑎 مثلا

 .دارد رفتاری چه تابع شود،می

 وقتر  :راست سمت لمیت 𝑥 از تربزرگ سمت از 𝑎 سمت به 𝑎 آن نماد شود، نزدیک: 

lim
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥) 

 وقتر  :چپ سمت لمیت 𝑥 از ترکوچک سمت از 𝑎 سمت به 𝑎 آن نماد شود، نزدیک: 

lim
𝑥→𝑎−

𝑓(𝑥) 

 نقطه آن در کلی لمیت که گوییممی باشند، برابر چپ سمت و راست سمت لمیت اگر :مهم نکته
 :دارد وجود

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝐿 اگر تنها و اگر lim
𝑥→𝑎−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥) = 𝐿 
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 راست و چپ سمت از تابع رفتار قدرمطلق، یا ایپله تابع مانند تابعی گراف در :تصویری مثال
 باشد متفاوت ولی باشد داشته وجود سمت دو از است ممکن لمیت حالت، این در .است متفاوت

 .باشد نداشته وجود کلی لمیت بنابراین و

 مانند تابعی گراف رسم :عملی تمرین

𝑓(𝑥) = {
𝑥 + 1 𝑥 < 2
𝑥2 𝑥 ≥ 2

 

𝑥 در چپ و راست سمت از لمیت اینکه بررسی و =  .نه یا است برابر 2

 

 هالمیت خواص 1.2

ی عملیات مانند هالمیت  :یعتی  .کنندمی رفتار جتی

 :تفریق و جمع .1

lim
𝑥→𝑎

[𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥)] = lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) ± lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) 

ب .2  :ضی

lim
𝑥→𝑎

[𝑓(𝑥) ⋅ 𝑔(𝑥)] = lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) ⋅ lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) 

 :تقسیم .3

lim
𝑥→𝑎

[
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
] =

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥)
طی به  lim𝑔(𝑥) که سرر ≠ 0 

یب .4  :عددی ضی

lim
𝑥→𝑎

[𝑐 ⋅ 𝑓(𝑥)] = 𝑐 ⋅ lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) 

lim𝑥→1𝑓(𝑥) اگر :تمرین = lim𝑥→1𝑔(𝑥) و 2 =  :بیابید را زیر مقادیر باشد، 3

 lim𝑥→1[𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)] 

 lim𝑥→1[𝑓(𝑥) ⋅ 𝑔(𝑥)] 

 lim𝑥→1[5 ⋅ 𝑓(𝑥)] 

 

 (گویا) نست   توابع لمیت 1.3

 :هستند زیر شکل به نستی  توابع

𝑓(𝑥) =
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
 

 .هستند ایچندجمله 𝑄(𝑥) و 𝑃(𝑥) آن در که

 :رایج مسائل

 مبهم حالت :کنندمی میل صفر به دو هر مخرج و صورت 
0

0
 .شودمی ایجاد 

 ی یا تجزیه کنیم، سازیساده باید  .کنیم فاکتورگتر

 :مثال

lim
𝑥→2

𝑥2 − 4

𝑥 − 2
 

 :سازیساده

𝑥2 − 4

𝑥 − 2
=

(𝑥 − 2)(𝑥 + 2)

𝑥 − 2
= 𝑥 + 2 

 :کنیممی حساب را لمیت حالا

lim
𝑥→2

𝑥 + 2 = 4 

 

 مفهومی معمای .2

 :قطار و متحرک پل معمای

 به قطار .شودمی باز آرامیبه پل .است حرکت حال در متحرک پل یک سمت به قطاری کنید فرض
 بالا حال در نقطه آن شود،می نزدیک پل از اینقطه به قطار که لحظه هر ولی رسد،می پل نزدیکی

ی  می ادامه حرکت به همچنان قطار شود،می باز پل اینکه با اما .نیست مکان آن در دیگر و است رفیر
 .شودمی ترنزدیک و ترنزدیک پل به رسدمی نظربه و دهد

 کند؟می توصیف چطور لمیت



Page 5 of 5 
 

 شودمی نزدیک خاص مقدار یک به لحظه هر پل به نسبت قطار موقعیت. 

 شودمی نزدیک «پل شدنبسته موقعیت لمیت» به قطار گفت توانمی سو یک از. 

 خارجی  وجود که موقعیتر  به قطار و شودمی باز بیشتر  کمی لحظه هر پل دیگر، سوی از اما 
 .شودمی نزدیک ندارد

 

  چالش .3
ی
 شایستگ

 :دارجهت و نستی  تابع یک لمیت

 تابع اگر

𝑓(𝑥) =
𝑥2 − 9

𝑥 − 3
 

یم، نظر در را  :کنید بررسی بگتر

 راست سمت لمیت 𝑥 → 3+ 

 چپ سمت لمیت 𝑥 → 3− 

 در کلی لمیت 𝑥 = 3 

 :کنیممی ساده را تابع :پاسخ

𝑥2 − 9

𝑥 − 3
=

(𝑥 − 3)(𝑥 + 3)

𝑥 − 3
= 𝑥 + 3 (𝑥 ≠ 3) 

 :پس

lim
𝑥→3+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→3−

𝑓(𝑥) = 6 ⇒ lim
𝑥→3

𝑓(𝑥) = 6 

 

ی بهبود هایروش .4  یادگیر

 :گروهی فعالیت

 چپ و راست سمت هایلمیت بررسی و خاص توابع گراف تحلیل برای بندیگروه. 

 کاغذهای از استفاده  
ی

 وجود لمیت ولی نشده تعریف تابع که نقاطی کردن جدا برای رنکی
 .دارد

ی  :تصویری یادگتر

 مانند کِشر گراف افزارهاینرم از استفاده GeoGebra. 

 نشده تعریف تابع مقدار ولی دارد وجود لمیت آن در که هاتی گراف مقایسه. 

 

ی .5  نوآورانه یادگیر

 :کوچک پروژه

 :و کند انتخاب را خاص تابع یک گروه هر

 کند تحلیل را آن چپ و راست سمت هایلمیت. 

 کند رسم را آن گراف. 

 ینتیجه  .نه یا دارد وجود کلی لمیت آیا که کند گتر

 :مستندسازی

 زبان به را لمیت مفهوم و کرده تهیه خود تابع تحلیل از پوستر  یا کوتاه فیلمی توانندمی آموزاندانش
 .دهند توضیح ساده

 

 درس خلاصه .6

 :آموزاندانش درس، این در

 ی  تفاوت ندمی یاد را چپ و راست سمت لمیت بیر  .گتر

 کنندمی تمرین عملی صورت به را هالمیت ایپایه خواص. 

 توابع تحلیل با ، ی  و سازیساده مهارت نستی  .آورندمی دست به را لمیت یافیر

 می درک ترعمیق را لمیت در تقریب و نزدیکی مفهوم جذاب، هایمثال و معماها طریق از
 .کنند

 


