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 دوره هژدهم –راهنمایی آموزشی ریاضی تسریعی ب 

  :هدف کلی درس 

  در اینجا یک توضیح کامل و خلاصه از مفاهیم اصلی مرتبط بامشتق در ریاضیات آمده است
ات( یک تابع است. به عبارت دیگر،  ، بررسی و تحلیل )نرخ تغییر ن مشتقات اصلی مشتق گرفت 

 کند. با چه سرعت  تغییر می گوید که یک تابع چگونه و مشتق به ما می
 یک  - :اند ازکاربردهای اصلی مشتق عبارت ن ندها در تحلیل رو  -محاسبه سرعت و شتاب در فیر

ات لحظهمدل -ابع( سازی مسائل )کمینه/بیشینه کردن تو بهینه  –اقتصاد  ای در علوم سازی تغییر
 مهندسی و پزشکی 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  :  میل یک محنی
 تعریف: 

 می سازد.  xمیل عبارت تانجانت زاویه است که گراف یک با تابع با محور مثبت 

  :اگر گراف تابع یک خط مستقیم باشد میل آن دارای خصوصیات زیر است 

 میل آن در تمام نقاط ثابت است 

  رابطه زیر استفاده می کنیم. اگربخواهم میل خط مستقیم را دریافت کنید از 

 

𝑚 = 𝑡𝑎𝑛𝜃 =
𝑦2 − 𝑦1

𝑥2 − 𝑥1
 

 

 

 

 

 

  اگر تابع دارای درجه بزرگی  از یک باشد گراف آن شکل خط منحتن را
مسیر منحتن ،تغییر می  دارا است و میل آن در هر نقطه در اثر تغییر
نماید بنا آن میل آن را در هر نقطه باید مطالعه کنیم. برای دریافت 

هر نقطه یک مماس بالای منحتن در همان نقطه ترسیم نموده  میل در 
که میل منحتن در یک نقطه در حقیقت مساوی با میل مماس بالای 

 منحتن در همان نقطه می باشد. 
 

: 𝑓′(𝑥) = limℎ→0
𝑓(𝑥+ℎ)−𝑓(𝑥)

ℎ
 

 
 

یم:    مثال زیر را در نظر می گیر
 جهت وضاحت بیشی 

𝑦: میل منحتن 1مثال = 𝑥2  را دریافت نموده وآنرا در𝑥 =  محاسبه نمایید.     3

                        𝑓(𝑥)́ =́ lim
ℎ→0

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

ℎ
= lim

ℎ→0

(𝑥 + ℎ)2 − 𝑥2

ℎ

= lim
ℎ→0

𝑥2 + 2𝑥ℎ + ℎ2 − 𝑥2

ℎ
= lim

ℎ→0

ℎ(2𝑥 + ℎ)

ℎ
= lim

ℎ→0
(2𝑥 + ℎ) = 2𝑥 + 0    

 
 = 2𝑥 => 𝑓′(3) = 2 ⋅ 3 = 6 

 
  :ات متوسط تابع ات تغییر ات تابع را در هر واحد تغییر متحول محاسبه نماییم تغییر هرگاه تغییر

 واحد تغییر متحول ، تغییر متوسط تابع می 
ات تابع در فن متوسطه تابع حاصل می شود و یا تغییر

 نامیده می شود. 

 
  :مشتق یک تابع 

 برای مشتق یک تابع دو نوع تعریف ارایه می کنیم: 
  :ی  مشتق تزاید لحظه ای تابع را مشتق می نامند ویا مشتق عبارت از لیمت نسبت  تعریف الجیر

ات متحول به صفر تقرب نماید.   که تغییر
ات متحول بوده زمانن ات تابع وتغییر  تغییر

     𝑓′(𝑥) =
∆𝑦

∆𝑥
= lim

∆𝑥→0

𝑓(𝑥+∆𝑥)−𝑓(𝑥)

∆𝑥
 

 
یم.  مثال زیر را در نظر می گیر

 جهت وضاحت بیشی 
𝑓(𝑥)مثال:مشتق تابع  = 2𝑥   .را دریابید 
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𝑓(𝑥)́ = lim
∆𝑥→0

𝑓(𝑥 + ∆𝑥) − 𝑓(𝑥)

∆𝑥
     

lim
∆𝑥→0

2(𝑥 + ∆𝑥) − 2𝑥)

∆𝑥
= lim

∆𝑥→0

2𝑥 + 2∆𝑥 − 2𝑥

∆𝑥
 =

2∆𝑥

∆𝑥
  = 2 

 
  

  :مشتق عبارت از میل مماس در نقطه تماس بالای منحتن می باشدتعریف هندش مشتق. 
,𝒑(𝒂اگر نقاط   f(x)در گراف تابع  𝒇(𝒂)) و نقطه𝑸((𝒂 + ∆𝒙), (𝒇(𝒂 + ∆𝒙))  دو نقطه

 از رابطه زیر بدست می آید.    Qو Pروی گراف باشند میل خط عبور کننده از دو نقطه 

𝑚𝑃𝑄 =
𝑓(𝑎 + ∆𝑥) − 𝑓(𝑎)

(𝑎 + ∆𝑥) − 𝑎
                  

 
⇒    𝑚𝑃𝑄 =

𝑓(𝑎 + ∆𝑥) − 𝑓(𝑎)

∆𝑥
 

𝑄)میل کند  P به سمت نقطه Qاگر نقطه  → 𝑃  
 

⇒  ∆𝑋 → در این صورت مستقیم  (0
تبدیل می شود که میل این خط مماس  Pبرمنحتن گراف در نقطه Tبه خط مماس  PQقاطع 

 است Pهمان مشتق تابع در نقطه 

  
 
 
 

 کمنت اصلاحی: بعضن مثالها سکرین شات شده که باید تایپ شود. 
 کیفیت بعضن از عکس ها بالا برده شود. 

  ی قوانیر
                                                                                                         مشتق: 

                                          
 

 تابع مشتق مثال

𝑦 = 3
 

⇒ 𝑦́= 0 
𝑦 = 7𝑥

 
⇒ 𝑦́= 7 

𝑦 = 2𝑥3
 

⇒ 𝑦́= 6𝑥2 
𝑦 = 3𝑥2 − 5𝑥 + 7

 
⇒ 𝑦́= 6𝑥 − 5 

𝑦 = (2𝑥2)(4𝑥)
 

⇒ 𝑦́
= 4𝑥 ∙ 4𝑥 + 4 ∙ 2𝑥2

= 16𝑥2 + 8𝑥2 
𝑦 = 𝑚 ∙ 4𝑥

 
⇒ 𝑦́= 4𝑚 

𝑦 =
3𝑥2

4𝑥

 
⇒ 𝑦́=

6𝑥 ∙ 4𝑥 − 4 ∙ 3𝑥2

16𝑥2

=  
12𝑥2

16𝑥2
 

𝑦 =
2𝑥2

8

 
⇒ 𝑦́=

4𝑥

8
 

𝑦 =
3

5𝑥

 
⇒ 𝑦́=

−15

25𝑥2
 

𝑦 = 3 ∙ 2𝑥2
 

⇒ 𝑦́= 2 ∙ 3 ∙ 4𝑥 ∙ 2𝑥
= 48𝑥2 

𝑦 = √2𝑥
 

⇒ 𝑦́=
2

2√2𝑥
 

𝑦 = √𝑥35  
⇒ 𝑦́=

3∙3𝑥2

5 √𝑥5−35 =  
9𝑥2

5 √𝑥25   

 
 

𝑦́= 0 
𝑦́= 𝑎 
𝑦́=𝑎 ∙

𝑛𝑥𝑛−1 
𝑦́= 𝑢 +́ 𝑣́ 
𝑦́= 𝑢 ∙́  𝑣+𝑣́ ∙
𝑢 
𝑦́= 𝑎 ∙ 𝑢́ 

𝑦́= 
𝑢 ∙́ 𝑣−𝑣∙𝑢́

𝑣2  

𝑦́= 
𝑢́

𝑎
 

𝑦́= 
−𝑎𝑢́

𝑢2  

 
𝑦́= 𝑚 ∙ 𝑎 ∙

𝑢 ∙́ 𝑢𝑚−1 

𝑦́= 
𝑢́

2√𝑢
 

𝑦́= 
𝑛∙𝑢́

𝑚 √𝑢𝑚−𝑛𝑚  

 
 

1) 𝑦 = 𝑎 
2) 𝑦 = 𝑎𝑥 
3) 𝑦 = 𝑎𝑥𝑛 
4) 𝑦 = 𝑢 +

𝑣 + ⋯ 
5) 𝑦 = 𝑢 × 𝑣 
6) 𝑦 = 𝑎𝑢 

7) 𝑦 =
𝑢

𝑣
 

8) 𝑦 =
𝑢

𝑎
 

9) 𝑦 =
𝑎

𝑢
 

 
10) 𝑦 =

𝑎𝑢𝑚 
11) 𝑦 =

√𝑢 
12) 𝑦 =

√𝑢𝑛𝑚
 

 

 

 راهنمایی آموزشی صنف دوازدهم دوره چهارم. 
 

  .ی ی که چگونه مربــع یک تابع را مشتق بگیر  یاد بگیر

 هبتوانن تابع ی ای از آنهای مرکب را تشخیص بدهی و با قاعده زنجیر  ها مشتق بگیر

 ها در حل مسائل استفاده کتن مشتق توابع مثلثان  را حفظ کتن و از آن 

 ی که چگونه از معادلان  که ی  y یاد بگیر  داده نشده مشتق بگیر
ً
(، )صراحتا  مشتق ضمتن
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مشتق تابع جذری درجه دوم مساوی است به مشتق تابع مجذور بر دو چند همان تابع . 1قضیه 

𝑦جذری در مخرج یعتن                                                    = √𝑢 ⇒ 𝑦′ =
𝑢′

2√𝑢
 

 ثبوت. 

 

𝒚 + 𝜟𝒚 = √𝒖 + 𝜟𝒖 

𝜟𝒚 = √𝒖 + 𝜟𝒖 − √𝒖 =
𝒖 + 𝜟𝒖 − 𝒖

√𝒖 + 𝜟𝒖 + √𝒖
 

𝜟𝒚

𝜟𝒙
= (

𝜟𝒖

𝜟𝒙
⋅

𝟏

√𝒖 + 𝜟𝒖 + √𝒖
) 

𝒍𝒊𝒎
𝜟𝒙→𝟎

𝜟𝒚

𝜟𝒙
= 𝒍𝒊𝒎

𝜟𝒙→𝟎

𝜟𝒖

𝜟𝒙
⋅ 𝒍𝒊𝒎

𝜟𝒙→𝟎

𝟏

√𝒖+𝜟𝒖+√𝒖
   

𝑙𝑖𝑚میدانیم که 
𝛥𝑥→0

𝛥𝑢 = 𝐥𝐢𝐦است، بنا بر این     0
∆𝒙→𝟎

𝟏

√𝒖+∆𝒖+√𝒖
=

𝟏

𝟐√𝒖
 میباشد، فلهذا  

𝑦′ = 𝑢′ ⋅
1

2√𝑢
=

𝑢′

2√𝑢
 

𝑓(𝑥)مشتق تابع . 1مثال = √6𝑥2 − 7𝑥 در𝑥 =  محاسبه کنید.  3

𝑓′(𝑥)             -حل =
(6𝑥2−7𝑥)′

2√6𝑥2−7𝑥
=

12𝑥−7

2√6𝑥2−7𝑥
⇒ 𝑓′(3) =

29

2√54−21
=

29

2√33
 

ه ای   مشتق تابع مرکب یا قاعدۀ زنجیر

ی ازتوابع مرکب  ی که تاکنون ثابت شده اند طرزمشتقگیر هیچیک ازقواعد مشتقگیر

𝑥2√نظیر  + 1
3
)𝑠𝑖𝑛ویا   𝑠𝑖𝑛 𝑥)  رابه مانمی گوید ، لذا اینک به اثبات قاعدۀ دیگری می پردازیم

ه ای موسوم  که مشتق تابع مرکب رابرحسب مشتقات توابع مؤلفۀ آن بیان می کند ، قاعدۀ زنجیر
 
ن
 است ، به قدرکاف

 𝑓دوتابع باشند ، بطوریکه 𝑔و 𝑓ساده ولی اثبات آن کمی پیچیده می باشد . فرض کنیم 
، مشتقپذیرباشد . بزودی نشان می دهیم که تابع مرکب 𝑥در𝑓، یعتن مقدار 𝑓(𝑥)در𝑔و𝑥در

𝑔(𝑓(𝑥)) در ن  مشتق پذیربوده ودارای مشتق  𝑥نیر

𝑑

𝑑𝑥
𝑔(𝑓(𝑥)) = 𝑔′(𝑓(𝑥)) ⋅ 𝑓′(𝑥)(𝐼) 

 هرگاه 
ً
𝑓(𝑥)می باشد که درآن پریم مشتق نسبت به شناسۀ تابع رانشان می دهد ، مثلا = 𝑥2 +

𝑔(𝑥)و  1 = √𝑥
3

𝑔(𝑓(𝑥))آنگاه  ،  = √𝑥2 + 1
3

مشتق پذیراست  𝑥برای هر𝑓. به علاوه ، 
𝑥برای هر 𝑔حال آنکه > 𝑥2زیرا𝑓ودرنتیجه برای هرقیمت از 0 + 1 ≥ مشتق پذیرمیباشد ،  1

𝑔′(𝑥)دراین حالت  =
1

3 √𝑥23  و𝑓′(𝑥) = 2𝑥 ( ه ای ( شکل زیررابخود I، درنتیجه قاعدۀ زنجیر

د.   میگیر

𝑑

𝑑𝑥
(√𝑥2 + 1

3
) =

1

3√(𝑥2 + 1)23
⋅ 2𝑥 =

2𝑥

3√(𝑥2 + 1)23
 

ه ای( .  2قضیه مشتق پذیرباشد ، دراین صورت تابع 𝑓(𝑥)در 𝑔و𝑥در𝑓فرض کنیم ) قاعدۀ زنجیر
𝑔مرکب  ∘ 𝑓 در𝑥  . مشتق پذیراست ومشتقش ازرابطۀ ذیل بدست می آید 

𝑑

𝑑𝑥
(𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥) = 𝑔′(𝑓(𝑥)) ⋅ 𝑓′(𝑥)(𝐼′) 

𝑦در𝑔اختیاری( . چون ثبوت )  = 𝑓(𝑥)، داریم  مشتق پذیراست 

𝑙𝑖𝑚
𝛥𝑦→0

𝑔(𝑦 + 𝛥𝑦) − 𝑔(𝑦)

𝛥𝑦
= 𝑔′(𝑦) ∨

𝑔(𝑦 + 𝛥𝑦) − 𝑔(𝑦)

𝛥𝑦
= 𝑔′(𝑦) + 𝜀(𝛥𝑦)(𝐼𝐼) 

𝑙𝑖𝑚که درآن 
𝛥𝑦→0

𝜀(𝛥𝑦) = 𝑥. بنابه ) وقت  که  0 → 𝑎  ،𝑓(𝑥) → 𝐿  اگروفقط اگر𝑓(𝑥) = 𝐿 +

𝑒(𝑥)  که درآن وقت ،𝑥 → 𝑎 ،𝑒(𝑥) → ب ربطه ) 0  درمییابیم 𝛥𝑦(درII(.باصرن

𝑔(𝑦 + 𝛥𝑦) − 𝑔(𝑦) = [𝑔′(𝑦) + 𝜀(𝛥𝑦)]𝛥𝑦(𝐼𝐼𝐼) 

𝛥𝑦( بافرض IIمهم است توجه کنیم که اگرچه ) ≠ ( حاصل IIIنوشته شده است ، فرمول ) 0
 (IIاز)

𝛥𝑦برای ≠ 𝛥𝑦، حت  درصورت  0 = درست است ، زیرا افزایش  0 ن 𝑔(𝑦نیر + 𝛥𝑦) − 𝑔(𝑦)  

𝛥𝑦،برای  𝜀(0)صرف نظرازانتخاب  = 𝛥𝑦فقط برای  𝜀(𝛥𝑦)تا ب حال صفراست . 0 ≠ 0 
𝜀(0)را با فرض  𝜀(𝛥𝑦)تعریف شده است، ولی اکنون قلمرو  = را در 𝜀(𝛥𝑦)وسیع ساخته  0

𝛥𝑦 = یعتن نمو متحول مستقل ، تقسیم کرده و لیمت  𝛥𝑥( را به IIIپیوسته می سازیم.حال ) 0
𝛥𝑥آن را وقت   → یم. این کار نتیجه می دهد که  0  می گیر

𝑙𝑖𝑚
𝛥𝑥→0

𝑔(𝑦 + 𝛥𝑦) − 𝑔𝑦

𝛥𝑥
= 𝑙𝑖𝑚

𝛥𝑥→0
[𝑔′(𝑦) + 𝜀(𝛥𝑦)] ⋅ 𝑙𝑖𝑚

𝛥𝑥→0

𝛥𝑦

𝛥𝑥
(𝛪𝑉) 

 که در آن 

𝛥𝑦 = 𝑓(𝑥 + 𝛥𝑥) − 𝑓(𝑥)(𝑉) 

 است پیوسته xمشتق پذیر است و لذا در  xدر  fاست. به علاوه، چون  yتزاید متحول مستقل 
𝛥𝑥 → 𝛥𝑦ایجاب می کند که  0 →  . در نتیجه0
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 𝑙𝑖𝑚
𝛥𝑥→0

𝜀(𝛥𝑦) = 𝑙𝑖𝑚
𝛥𝑦→0

𝜀(𝛥𝑦) = 0(𝑉𝛪)  

𝜀(0)امرکه این = 𝜀(𝛥𝑦)ودر نتیجه0 = 𝛥𝑦در0 = ی  0 پیوسته است دراین نتیجه گیر
 اهمیت دارد 

𝛥𝑦زیرا برقراری ≠ ن کرد) به یاد آورید که0  𝛥𝑥مقدار دلخواه نیست بلکه با 𝛥𝑦را نمی توان تضمتر
ن می شود( از روابط   جه می شود که نتی (𝑉𝛪)تا  (𝛪𝑉)معتر

𝑙𝑖𝑚
𝛥𝑥→0

𝑔(𝑦 + 𝛥𝑦) − 𝑔(𝑦)

𝛥𝑥
= 𝑔′(𝑦) ⋅ 𝑓′(𝑥) = 𝑔′(𝑓(𝑥)) ⋅ 𝑓′(𝑥) 

 
ً
𝑙𝑖𝑚                یا معادلا

𝛥𝑥→0

𝑔(𝑓(𝑥+𝛥𝑥))−𝑔(𝑓(𝑥))

𝛥𝑥
= 𝑔′(𝑓(𝑥)) ⋅ 𝑓′(𝑥)(𝑉𝛪𝛪)  

𝑦زیرا  = 𝑓(𝑥)  و𝑦 + 𝛥𝑦 = 𝑓(𝑥 + 𝛥𝑥)  ه ای کامل   (𝛪𝛪)یا  (𝛪)حال ثبوت قاعده زنجیر
ی جز مشتق تابع مرکب  (𝑉𝛪𝛪)است، زیرا لیمت  ن 𝑔(𝑓(𝑥))چیر = (𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥)  .[1]نیست  

 فرض کنیم پس مشتق تابع مرکب را می نویسیم  yرا  𝑔(𝑓(𝑥))و  uبه  𝑓(𝑥)اگر 

𝛥𝑦

𝛥𝑥
=

𝛥𝑦

𝛥𝑢
⋅

𝛥𝑢

𝛥𝑥
 

𝑙𝑖𝑚
𝛥𝑥→0

𝛥𝑦

𝛥𝑥
= 𝑙𝑖𝑚

𝛥𝑢→0

𝛥𝑦

𝛥𝑢
⋅ 𝑙𝑖𝑚

𝛥𝑥→0

𝛥𝑢

𝛥𝑥
⇒ 𝑦𝑥

′ = 𝑦𝑢
′ ⋅ 𝑢𝑣

′ ⋅ 𝑣𝑥
′  

 در صورتیکه تابع مرکب از سه تابع تشکیل شده باشد، پس مشتق آن مساوی است به 

𝑦𝑥
′ = 𝑦𝑢

′ ⋅ 𝑢𝑣
′ ⋅ 𝑣𝑥

′ ∨ (𝑔(𝑓(ℎ(𝑥))))
′

= 𝑔′(𝑓(ℎ(𝑥))) ⋅ 𝑓′(ℎ(𝑥)) ⋅ ℎ′(𝑥) 

𝑦مشتق تابع . 1مثال  = √𝑥5 − 6𝑥 +  را دریابید.  7

𝑢در اینجا  -حل = 𝑥5 − 6𝑥 + 𝑦و  7 = √𝑢 است، پس و𝑢𝑥
′ = 5𝑥4 − پس می نویسیم  6

 که

𝑦′ =
𝑢′

2√𝑢
=

(5𝑥4−6)

2√𝑥5−6𝑥+7
                                                             

𝑦 ′ = 5(𝑥2 − 4𝑥)4 ⋅ (2𝑥 − 4) ⇒ 𝑦 ′(2) = 5 ⋅ (0) ⋅ (4 − 8)4 = مشتق . 2مثال 0
𝑦تابع  = (𝑥2 − 4𝑥)5  را در𝑥 =  دریابید.  2

  -حل

𝑦مشتق تابع . 7قضیه  = √𝑢𝑛𝑚
′𝑦مساوی است به :                                          =

𝑛𝑢′

𝑚 √𝑢𝑚−𝑛𝑚                                         

ه ای مشتق می  ثبوت.  ابتدا تابع مذکور را به شکل تابع طاقت دارنوشته ونظر به قاعدۀ زنجیر

یم، یعتن                                              𝑦   گیر = 𝑢
𝑛

𝑚 ⇒ 𝑦′ =
𝑛

𝑚
𝑢

𝑚

𝑛
−1 ⋅ 𝑢′ =

𝑢′𝑛

𝑚 √𝑢𝑚−𝑛𝑚                                

𝑓(𝑥)مشتق تابع  . 1مثال  = √(𝑥2 − 4)25
𝑥را در   =  دریابید.  3

′𝑦قرار قاعده فوق داریم           -حل =
2⋅(𝑥2−4)′

5 √(𝑥2−4)5−25 =
2⋅2𝑥

5 √(𝑥2−4)35 ⇒ 𝑓′(3) =
12

5 √125
5    

𝑦مشتق تابع  . 2مثال  = √10𝑥2 − 8
6

 را دریابید.  

′𝑦                                 -حل =
(10𝑥2−8)

′

6 √(10𝑥2−8)6−16 =
20𝑥

6 √(10𝑥2−8)56 =
10𝑥

3 √(10𝑥2−8)56  

𝑓(𝑥)مشتق تابع  . 3مثال  =
−5

√2𝑥+5
𝑥را در   =  محاسبه کنید.  2

        -حل

 

𝑓′(𝑥) =
5 ⋅ (√2𝑥 + 5)

′

(√2𝑥 + 5)
2 =

5

√2𝑥 + 5
⋅

1

2𝑥 + 5
=

5

(2𝑥 + 5)√2𝑥 + 5
⇒ 𝑓′(2)

=
5

27
 

 مثلثای  مشتقات توابع 

𝑦. مشتق تابع 1 = 𝑠𝑖𝑛 𝑥  مساوی به𝑦′ = 𝑐𝑜𝑠 𝑥  .است 

ی مشتق داریم ثبوت.   با در نظر داشت تحلیل الجیر

𝑦 + 𝛥𝑦 = 𝑠𝑖𝑛( 𝑥 + 𝛥𝑥) ⇒ 𝛥𝑦 = 𝑠𝑖𝑛( 𝑥 + 𝛥𝑥) − 𝑠𝑖𝑛 𝑥 

𝑠𝑖𝑛حالا با استفاده از فرمول  𝑥 − 𝑠𝑖𝑛 𝑦 = 2 𝑠𝑖𝑛
𝑥−𝑦

2
⋅ 𝑐𝑜𝑠

𝑥+𝑦

2
 داریم که  

𝛥𝑦 = 2 𝑠𝑖𝑛 (
𝑥 + 𝛥𝑥 − 𝑥

𝛥𝑥
) ⋅ 𝑐𝑜𝑠 (

𝑥 + 𝛥𝑥 + 𝑥

2
) =

𝑠𝑖𝑛
𝛥𝑥
𝑥 ⋅ 𝑐𝑜𝑠( 1 +

𝛥𝑥
2 )

𝛥𝑥
2

 

𝑙𝑖𝑚
𝛥𝑥→0

𝛥𝑦

𝛥𝑥
= 𝑙𝑖𝑚

𝛥𝑥→0

𝑠𝑖𝑛
𝛥𝑥
2

𝛥𝑥
2

⋅ 𝑙𝑖𝑚
𝛥𝑥→0

𝑐𝑜𝑠 (1 +
𝛥𝑥

2
) 
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𝑙𝑖𝑚نظربه 
𝑥→0

𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑥
= 𝑙𝑖𝑚، داریم که1

𝛥𝑥→0

𝑠𝑖𝑛
𝛥𝑥

2
𝛥𝑥

2

= ′𝑦، پس :      1 = 1 ⋅ 𝑐𝑜𝑠( 1 +
0

2
) =

𝑐𝑜𝑠 𝑥 

𝛥𝑦 = 𝑐𝑜𝑠( 𝑥 + 𝛥𝑥) − 𝑐𝑜𝑠 𝑥 ⇒
𝛥𝑦

𝛥𝑥
=

−2 𝑠𝑖𝑛
𝑥 + 𝛥𝑥 + 𝑥

2 ⋅ 𝑠𝑖𝑛
𝑥 + 𝛥𝑥 − 𝑥

2
𝛥𝑥

 

𝑙𝑖𝑚
𝛥𝑥→0

𝛥𝑦

𝛥𝑥
= 𝑙𝑖𝑚

𝛥𝑥→0
− 𝑠𝑖𝑛 (1 +

𝛥𝑥

2
) ⋅ 𝑙𝑖𝑚

𝛥𝑥→0

𝑠𝑖𝑛
𝛥𝑥
2

𝛥𝑥
2

⇒ 𝑦 ′ = − 𝑠𝑖𝑛 𝑥 ⋅ 1

= − 𝑠𝑖𝑛 𝑥 
𝑦مشتق تابع  -2 = 𝑐𝑜𝑠 𝑥  مساوی است به𝑦′ = − 𝑠𝑖𝑛 𝑥 . 

 طبق معمول به ثبوت می رسانیم  ثبوت. 

 

𝑦مشتق تابع  -3 = 𝑡𝑎𝑛 𝑥                                   : مساوی است به𝑦′ = 𝑠𝑒𝑐2 𝑥 = 1 +
𝑡𝑎𝑛2 𝑥 

𝑦   ثبوت.  =
𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑐𝑜𝑠 𝑥
⇒ 𝑦′ =

𝑐𝑜𝑠 𝑥⋅𝑐𝑜𝑠 𝑥−(− 𝑠𝑖𝑛 𝑥)⋅𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑐𝑜𝑠2 𝑥
=

1

𝑐𝑜𝑠2 𝑥
= 𝑠𝑒𝑐2 𝑥 = 1 +

𝑡𝑎𝑛2 𝑥  

𝑦 متشق تابع -4 = 𝑐𝑜𝑡 𝑥                          :مساوی است به𝑦′ = − 𝑐𝑠𝑐2 𝑥 =
−(1 + 𝑐𝑜𝑡2 𝑥) 

𝑦             ثبوت.  =
𝑐𝑜𝑠 𝑥

𝑠𝑖𝑛 𝑥
⇒ 𝑦′ =

(− 𝑠𝑖𝑛 𝑥)⋅𝑠𝑖𝑛 𝑥−𝑐𝑜𝑠 𝑥⋅𝑐𝑜𝑠 𝑥

𝑠𝑖𝑛2 𝑥
= −

1

𝑠𝑖𝑛2 𝑥
= − 𝑐𝑠𝑐2 𝑥 

𝑦مشتق تابع  -5 = 𝑠𝑒𝑐 𝑥                          : مساوی است به        𝑦′ = 𝑠𝑒𝑐 𝑥 ⋅ 𝑡𝑔𝑥 =
𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑐𝑜𝑠2 𝑥
 

𝑦                                         ثبوت.  =
1

𝑐𝑜𝑠 𝑥
⇒ 𝑦′ =

(−1)⋅(− 𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑐𝑜𝑠2 𝑥
=

𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑐𝑜𝑠2 𝑥
                                                 

𝑦مشتق تابع -6 = 𝑐𝑠𝑐 𝑥                              : مساوی است به𝑦′ = 𝑐𝑠𝑐 𝑥 ⋅ 𝑐𝑜𝑡 𝑔 𝑥 =
− 𝑐𝑜𝑠 𝑥

𝑠𝑖𝑛2 𝑥
 

𝑦ثبوت.                                            =
1

𝑠𝑖𝑛 𝑥
⇒ 𝑦′ =

(−1)⋅𝑐𝑜𝑠 𝑥

𝑠𝑖𝑛2 𝑥
= −

𝑐𝑜𝑠 𝑥

𝑠𝑖𝑛2 𝑥
                                             

ه ای مشتقات توابع مرکب مثلثان  را قرار ذیل داریم. با استفاده از قاعد  [2]ۀ زنجیر

1. 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛 𝑢 ⇒ 𝑦 ′ = 𝑐𝑜𝑠 𝑢 ⋅ 𝑢′ 

2. 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑛 𝑢 ⇒ 𝑦 ′ = 𝑛 𝑠𝑖𝑛𝑛−1 𝑢 ⋅ 𝑐𝑜𝑠 𝑢 ⋅ 𝑢′ 
3. 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠 𝑢 ⇒ 𝑦 ′ = − 𝑠𝑖𝑛 𝑢 ⋅ 𝑢′ 
4. 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠𝑛 𝑢 ⇒ 𝑦 ′ = −𝑛 𝑐𝑜𝑠𝑛−1 𝑢 ⋅ 𝑠𝑖𝑛 𝑢 ⋅ 𝑢′ 
5. 𝑦 = 𝑡𝑎𝑛 𝑢 ⇒ 𝑦 ′ = 𝑠𝑒𝑐2𝑢 ⋅ 𝑢′ 
6. 𝑦 = 𝑡𝑎𝑛𝑛 𝑢 ⇒ 𝑦 ′ = 𝑛 𝑡𝑎𝑛𝑛−1 𝑢 ⋅ 𝑠𝑒𝑐2 𝑢 ⋅ 𝑢′ 
7. 𝑦 = 𝑐𝑜𝑡 𝑢 ⇒ 𝑦 ′ = − 𝑐𝑠𝑐2 𝑢 ⋅ 𝑢′ 
8. 𝑦 = 𝑐𝑜𝑡𝑛 𝑢 ⇒ 𝑦 ′ = 𝑛 𝑐𝑜𝑡𝑛−1 𝑢 ⋅ 𝑐𝑠𝑐2 𝑢 ⋅ 𝑢′ 
9. 𝑦 = 𝑠𝑒𝑐 𝑢 ⇒ 𝑦 ′ = 𝑠𝑒𝑐 𝑢 ⋅ 𝑡𝑎𝑛 𝑢 ⋅ 𝑢′ 
10. 𝑦 = 𝑠𝑒𝑐𝑛 𝑢 ⇒ 𝑦 ′ = 𝑛 𝑠𝑒𝑐𝑛−1 𝑢 ⋅ 𝑡𝑎𝑛 𝑢 ⋅ 𝑢′ 
11. 𝑦 = 𝑐𝑠𝑐 𝑢 ⇒ 𝑦 ′ = − 𝑐𝑠𝑐 𝑢 ⋅ 𝑐𝑜𝑡 𝑢 ⋅ 𝑢′ 

12. 𝑦 = 𝑐𝑠𝑐𝑛 𝑢 ⇒ 𝑦 ′ = −𝑛 𝑐𝑠𝑐𝑛−1 𝑢 ⋅ 𝑐𝑠𝑐 𝑢 ⋅ 𝑐𝑜𝑡 𝑢 ⋅ 𝑢′    

 

 

 

 


