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 دوره دوازدهم  – ریاضی صنف یازدهم راهنمایی آموزشی 

 آنچه قرار است درین بخش بخوانیم 

 

: درپایان این بخش شاگردان باید قادر گردد تا.   اهداف آموزشی

 وکتور را تعریف نمایند.  ➢

 مختصات قایم را بشناسد و آنرا ترسیم کرده بتوانند.   ➢

ن دو نقطه و نقطه وسطی یک خط مستقیم را دریافت کرده بتوانند.   ➢  فاصله بی 

 وکتور ها را در سطح و فضا تعریف کرده بتوانند.   ➢

ن کرده بتوانند.   ➢  مختصات نقطه در فضای سه بعدی را دریافت و تعیی 

 زاویه جهت وکتور را بشناسند و نسبت های آن را دریافت نمایند.  ➢

 وکتور در سیستم مختصات قایم

هندش وکتور:   وکتور یک قطعه خط جهت دار است که دارای سه پارامتر باشد  تعبیر

ن داشته باشد   .1  طول معی 

ن داشته باشد.   .2  جهت معی 

 مبداء و انجامش معلوم باشد.   .3

ی وکتور:  یکس ستونن است.   تعبیر الجیر  وکتور یک متر

𝑣⃗ = (

𝑎11
𝑎21
⋮
𝑎𝑚1

) 

𝑎⃗یک وکتور در سیستم مختصات قایم به شکل ستونن   = (
𝑎𝑥
𝑎𝑦
مختصه   𝑎𝑥درحالیکه   (

 است.   𝑦مختصه روی   𝑎𝑦و   𝑥روی 

𝑎⃗مثال: وکتور های   = (
3
2
𝑏⃗⃗و   ( = (

2
3
 را در سیستم مختصات قایم، نشان دهید.   (

 

 

 

 

 

نکته: نشان دادن یک وکتور در مستوی بخاطر بکار برده می شود که برای ارائه، یک  

نقطه در سیستم مختصات قایم تنها یک محل در سیستم مختصات وجود دارد در  

 حالیکه برای ارائه یک وکتور در مستوی نی نهایت جاها وجود دارد.  

ی دو نقطه  فاصله و نقطه وسطی بیر

,𝑃(𝑥1ی  برای هر دو نقطه اختیار  𝑦1)   آغاز و𝑄(𝑥2, 𝑦2)    انجام وکتور𝑎⃗ = 𝑃𝑄  

𝑎⃗باشد، درین صورت وکتور را به   = (
𝑎𝑥
𝑎𝑦
) = (

𝑥2 − 𝑥1
𝑦2 − 𝑦1

نشان داده می شود و طول   (

 وکتور عبارت اند از.  

|𝑎⃗| = √𝑎𝑥2 + 𝑎𝑦2 = √(𝑥2 − 𝑥1)2 + (𝑦2 − 𝑦1)2 

 عبارت اند از.  𝑃𝑄نقطه وسطی وکتور  

𝑀 = (
𝑥𝑚
𝑦𝑚
) = (

𝑥1 + 𝑥2
2

𝑦1 + 𝑦2
2

) 

وکتورها در سیستم مختصات قایم

فاصله و نقطه وسطی بین دو نقطه

وکتور ها در سطح و فضا

مختصات نقطه در فضای سه بعدی

زوایای جهت و کوساین های جهت یک وکتور

𝑎⃗ 

2 

3 

3 

2 
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ن دو نقطه    را دریافت نمائید.   𝐵(5,5)و  𝐴(2,4)مثال: نقطه وسطی و فاصله بی 

 حل: 

|𝑎⃗| = √𝑎𝑥2 + 𝑎𝑦2 = √(𝑥2 − 𝑥1)2 + (𝑦2 − 𝑦1)2 

|𝐴𝐵| = √(5 − 2)2 + (5 − 4)2 = √9 + 1 = √10 

𝑀 = (
𝑥𝑚
𝑦𝑚
) = (

𝑥1 + 𝑥2
2

𝑦1 + 𝑦2
2

) = (

2 + 5

2
5 + 4

2

) = (

7

2
9

2

) 

 وکتورها در سطح و فضا 

ب سکالری   تعریف: ست تمام جوره های مرتب که برای آنها مانند قاعده جمع و ضن

 یا وکتور ها در مستوی یاد می شود.   ℝ2صدق کند، به نام فضای وکتوری 

𝑢⃗⃗اگر  = (
𝑥
𝑦)   و𝑣⃗ = (

𝑥′
𝑦′
𝑎و یک عدد سکالری   ( ∈ ℝ   ب با باشد قواعد جمع و ضن

 سکالر را قرار ذیل داریم.  

𝑢⃗⃗ + 𝑣⃗ = (
𝑥 + 𝑥′
𝑦 + 𝑦′

)   قاعده جمع         

𝑎 ∙ 𝑢⃗⃗ = 𝑎 ∙ (
𝑥
𝑦) = (

𝑎 ∙ 𝑥
𝑎 ∙ 𝑦) ب سکالری        

  قاعده ضن

 وکتور واحد ها 

عبارت از وکتور های اند که طول آنها یک واحد بوده و فقط برای تزاید جهت مختصه  

 بکار می رود. 

 نشان داده می شود.    𝑘⃗⃗و   𝑖   ،𝑗واحد وکتور ها نظر به ساحه به  

|𝑖| = |𝑗| = |𝑘⃗⃗| = 1 

𝑢برای یک وکتور اختیاری   = (
𝑥
𝑦) داریم که 

𝑢⃗⃗ = (
𝑥
𝑦) = (

𝑥
0
) + (

0
𝑦
) = 𝑥 (

1
0
) + 𝑦 (

0
1
) = 𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 

𝑢مثال: هرگاه   = (
1
−3
𝑣و   ( = (

2
5
 باشد، قیمت های ذیل را می توان دریافت نمود.   (

1) 𝑢 + 𝑣 = (
1
−3
) + (

2
5
) = (

1 + 2
−3 + 5

) = (
3
2
) = 3𝑖 + 2𝑗 

2) 4𝑢 + 2𝑣 = 4 (
1
−3
) + 2 (

2
5
) = (

4 + 4
−12 + 10

) = (
8
−2
) = 8𝑖 −

2𝑗 

3) 𝑢 − 𝑣 = (
1
−3
) − (

2
5
) = (

1 − 2
−3 − 5

) = (
−1
−8
) = −𝑖 − 8𝑗 

 

 مختصات نقطه در فضای سه بعدی 

,𝑥)عبارت از مجموعه تمام سه تانی های مرتب   ℝ3فضای   تعریف:  𝑦, 𝑧)   می باشد و به

 صورت زیر تعریف می شود.  

ℝ3 = ℝ × ℝ× ℝ = {(𝑥, 𝑦, 𝑧): 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈  ℝ} 

ی یک نقطه در فضای سه بعدی   تعییر

,𝐴(𝑥1برای مشخص کردن موقعیت یک نقطه  𝑦1, 𝑧1)   در دستگاه مختصات قایم به

 ارتباط هر محور با در نظر داشت علامه، فواصل را جدا می کنیم. 

 

 

 

 

ب در سکالر برای هر دو وکتور   ن قاعده جمع و قاعده ضن   𝑢نکته: در فضای سه بعدی نت 

 درست است. یعنن   𝑎و سکالر   𝑣و 

𝑢⃗⃗ + 𝑣⃗ = (
𝑥
𝑦
𝑧
) + (

𝑥′
𝑦′

𝑧′

) = (
𝑥 + 𝑥′
𝑦 + 𝑦′

𝑧 + 𝑧′

) 

𝐴(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) 

𝑍 

𝑌 

𝑋 
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𝑎 ∙ 𝑢⃗⃗ = 𝑎 (
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

𝑎𝑥
𝑎𝑦
𝑎𝑧
) 

𝑣⃗مثال: هرگاه   = (
2
1
3
𝑤⃗⃗⃗و    ( = (

−1
4
0
𝑣باشد،   ( + 𝑤   و𝑣 − 𝑤  و|𝑣 − 2𝑤|   را

 دریافت نمائید.  

 حل:  

1) 𝑣⃗ + 𝑤⃗⃗⃗ = (
2
1
3
) + (

−1
4
0
) = (

2 − 1
1 + 4
3 + 0

) = (
1
5
3
) = 𝑖 + 5𝑗 + 3𝑘 

2) 𝑣⃗ − 𝑤⃗⃗⃗ = (
2
1
3
) − (

−1
4
0
) = (

2 + 1
1 − 4
3 − 0

) = (
3
−3
3
) = 3𝑖 − 3𝑗 + 3𝑘 

3) |𝑣⃗ − 2𝑤⃗⃗⃗| = |(
2
1
3
) − 2(

−1
4
0
)| = |(

2 + 2
1 − 8
3 − 0

)| = |(
4
−7
3
)| 

                  = √42 + (−7)2 + 32 = √16 + 49 + 9 = √74 

 نکته: وکتور واحد ها در فضای سه بعدی عبارت اند از.  

𝑖 = (
1
0
0
)    ,   𝑗 = (

0
1
0
)    ,    𝑘⃗⃗ = (

0
0
1
) 

|𝑖| = |𝑗| = |𝑘⃗⃗| = 1 

𝑣⃗برای یک وکتور  = (
𝑥
𝑦
𝑧
 در فضای سه بعدی داریم که.   (

𝑣⃗ = (
𝑥
𝑦
𝑧
) = (

𝑥
0
0
) + (

0
𝑦
0
) + (

0
0
𝑧
) = 𝑥𝑖 + 𝑦𝑗 + 𝑧𝑘⃗⃗ 

ی دو نقطه در فضا   فاصله بیر

𝑜𝑝1⃗⃗هرگاه   ⃗⃗ ⃗⃗ 𝑜𝑝2⃗⃗و   ⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ,𝑃1(𝑥1دو شعاع وکتور نقاط  ⃗ 𝑦1, 𝑧1)   و𝑃2(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2)   ،باشند

ن نقاط   داریم که.   𝑃2و   𝑃1درین صورت با در نظر داشت فاصله بی 

𝑃1𝑃2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝑂𝑃2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑂𝑃2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

𝑃1𝑃2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = (

𝑥2 − 𝑥1
𝑦2 − 𝑦1
𝑧2 − 𝑧1

) 

|𝑃1𝑃2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗| = √(𝑥2 − 𝑥1)2 + (𝑦2 − 𝑦1)2 + (𝑧2 − 𝑧1)2 

 فاصله یک نقطه از مبداء مختصات قایم قرار ذیل دریافت می گردد.  

|𝑃1𝑃2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗| = √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 

𝑎: اگر  1مثال = (−5, 4,  باشد، طول این شعاع وکتور را دریافت کنید.   (5

 :  1حل

|𝑃1𝑃2⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗| = √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = √(−5)2 + 42 + 52 = √66 

𝑢⃗⃗: اگر  2مثال = 2𝑖 + 3𝑗 + 𝑘   و𝑣⃗ = 4𝑖 + 6𝑗 + 2𝑘   و𝑤⃗⃗⃗ = 6𝑖 + 9𝑗 − 3𝑘 

𝑢⃗⃗|باشند قیمت   − 𝑣⃗ − 𝑤⃗⃗⃗|   .را دریافت کنید 

 :  2حل

𝑢⃗⃗ − 𝑣⃗ − 𝑤⃗⃗⃗ = 2𝑖 + 3𝑗 + 𝑘 − 4𝑖 − 6𝑗 − 2𝑘 − 6𝑖 − 9𝑗 + 3𝑘

= −8𝑖 − 12𝑗 + 2𝑘 

|𝑢⃗⃗ − 𝑣⃗ − 𝑤⃗⃗⃗| = |−8𝑖 − 12𝑗 + 2𝑘| = √(−8)2 + (−12)2 + (2)2

= √212 

 زوایای جهت و کوساین های جهت یک وکتور

و   𝛼   ،𝛽با محور های مختصات قایم به ترتیب زاویه های   𝑟تعریف: هرگاه وکتور شعاع  

𝛾  :را بسازد در این صورت با در نظر داشت شکل می توانیم بنویسیم که 

𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑟 

𝑂𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑟𝑧 

𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑟𝑥⃗⃗⃗ ⃗ 

𝑂𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑟𝑦⃗⃗⃗⃗  

𝑃1 

𝑃2 

𝑂 

𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

𝑟 
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 را قرار ذیل دریافت می نمائیم.   𝑟کوساین های جهت وکتور  

cos 𝛼 =
𝑥

𝑟
=> 𝑥 = 𝑟 cos 𝛼 

cos 𝛽 =
𝑦

𝑟
=> 𝑦 = 𝑟 cos 𝛽 

cos 𝛾 =
𝑧

𝑟
=> 𝑧 = 𝑟 cos 𝛾 

 اگر اطراف سه رابطه فوق را طرف به طرف مرب  ع نموده جمع نمائیم داریم که.  

𝑐𝑜𝑠2α+ 𝑐𝑜𝑠2𝛽 + 𝑐𝑜𝑠2𝛾 = (
𝑥

𝑟
)
2

+ (
𝑦

𝑟
)
2

+ (
𝑧

𝑟
)
2

=
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2

𝑟2
 

 

∴  𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑟2 

𝑐𝑜𝑠2α+ 𝑐𝑜𝑠2𝛽 + 𝑐𝑜𝑠2𝛾 = 1 

𝑣⃗یک وکتور خلاف صفر در فضا،   𝑣یعنن اگر   = (
𝑥
𝑦
𝑧
داده شده باشد. درین صورت   (

ن کوساین های جهت آن رابطه   بی 

𝑐𝑜𝑠2α+ 𝑐𝑜𝑠2𝛽 + 𝑐𝑜𝑠2𝛾 = 1 

 برقرار است.  

𝑣⃗از طرف دیگر، وکتور واحد جهت یا مست    = 𝑂𝑃⃗⃗ ⃗⃗  عبارت اند از.  ⃗⃗

𝑣⃗

|𝑣⃗|
=

(

 
 
 
 

𝑣𝑥⃗⃗⃗⃗⃗

|𝑣⃗|

𝑣𝑦⃗⃗⃗⃗⃗

|𝑣⃗|

𝑣⃗𝑧
|𝑣⃗|)

 
 
 
 

 

 فعالیت ها 

o   .وکتور را تعریف کنید 

o    .در کتابچه های یک وکتور ترسیم نموده سه پارامتر آن را مشخص کنید 

o  اگر𝑢 = (
2
−1
𝑣و   ( = (

3
2
𝑢باشند.   ( + 2𝑣   و𝑢 − 2𝑣  2و𝑢 + 4𝑣   را

 دریافت کنید.  

o  نقاط𝐴(2,4,3)  و𝐵(−2,−3,3)  .را در فضای سه بعدی نشان دهید 

o  واحد وکتور را تعریف و واحد وکتور ها را در فضای دو بعدی و سه بعدی نشان

 دهید.  


