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ش  ی ا مور  مای 
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 این مجموعه شامل چهارده دوره، همراه با نمونه ها سوالات می باشد  

 پور علی ترتیب کننده: امان
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ی  عدد الجبر

ی یاد می شود. مانند. ( باشد به -هرعدد که دارای علامه مثبت )+( و منفی )  نام عدد الجبر

−5  −12   +14   −
9

5
   +

23

8
  

ی:    معکوس جمعی عدد الجبر

ی را تغیبر دهیم، عدد جدید معکوس جمعی عدد اول می گردد. مثلا  اگر علامه یک عددالجبر

 اند.  12−معکوس جمعی عدد   12+ اند  7+معکوس جمعی عدد  7−

 حاصل جمع یک عدد با معکوس جمعی اش مساوی به صفر است.  نکته: 

ی:  بر عدد الجبر  معکوس ضر

بر عدد  
ی علامه آن معکوس )سرچپه( گردد، معکوس ضی ی بدون در نبر گرفت  اگر یک عدد الجبر

 
ً
 اول بدست می آید. مثلا

1

7
ی عدد    −  اند 7معکوس ضی

3

8
بر عدد  

−معکوس ضی
8

3
 اند  

بر اش مساوی به یک است.  
ب عدد با معکوس ضی  نکته: حاصل ضی

ی: ه مقایس  اعداد الجبر

یم.  ی نکات ذیل را در نظر می گبر  جهت مقایسه اعداد الجبر

ی دارای علامه مثبت بزرگب  از اعداد دارای علامه منفی است.  .1  تمام اعداد الجبر

 صفر نظر به تمام اعداد منفی بزرگب  است.  .2

از از عدد منفی طرف چپ )دور تر از صفر(   .3 عدد منفی طرف چپ)نزدیک به صفر( بزرگب  

 است. 

 مثالها: 

1) − ,00001 > −,001 

2) − 7 > −1000 

3) − 5 < +5 

4) 0 > −∞ 

ی  قیمت مطلقه  اعداد الجبر

ی برابر با خود همان عدد بدون در نظر داشت علامه آن است.   قیمت مطلقه یک عدد الجبر

 ارائه می گردد. و در کل قرار ذیل  (7+)برابر با  (7−)طور مثال قیمت مطلقه عدد  

|𝑥| = {
𝑥   ∶     𝑥 > 0
0   ∶     𝑥 = 0
−𝑥 ∶     𝑥 < 0

 

 مثالها: 

|11| = |9−|    و    11 = −(−9) = +9    ,     |7| = +7     ,      |−5| = −(−5)

= +5 

 

ی  عملیه های اساسی بالای اعداد الجبر

 عملیه جمع:  .1

ی، اعداد هم علامه جمع و اعداد مختلف العلامه تفریق می گردد، و در حاصل  در جمع اعداد الجبر

  
ً
 آن علامه رقم بزرگب  گذاشته می شود. مثلا

−5 + 9 = +4    −3 − 8 = −11   +7 − 11 = −4  

 عملیه تفریق:  .2

 اعداد هم علامه جمع و مختلف العلامه  
ً
تفریق می گردد در تفریق علامه مفروق تغیبر می کند، بعدا

 و علامه حاصل آن از رقم بزرگب  انتخاب می شود. مانند

4 − 9 = 4 ∓ 9 = 13     −14 − 8 = 14 ∓ 8 = −6  

 

ب:  .3  عملیه ضر

ب هم علامه ها مثبت  ب می شود. طوری که ضی ب ابتداء علامه ها و بعدا اعداد ضی در عملیه ضی

 : ب مختلف العلامه ها منفی می گرددو یعنی  و ضی

ب هم علامه )مثبت+(   }ضی
+ ∙ += +
− ∙ −= +

ب مختلف العلامه ها )منفی      }( -ضی
+ ∙ −= −
− ∙ += −

 

 
ً
 مثلا

(−3)(−4) = +12         (+8)(−2) = −16          (−7)(+5) = −35 

ی:  ک در اعداد الجبر  عملیات مشبر
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ک می نامند. به مثال های  اگر همزمان از هر چهار عملیه در کار گرفته شود، آنرا عملیات مشب 

 ذیل توجه کنید. 

1) (−1 − 2 − 3): (−2 + 3) = (−6): (+1) = −6 

2) (−4) − (−5): (−10) = (−4) − (+
1

2
) = −4 −

1

2
=
−8−1

2
= −

9

2
 

3) −[(−4 − 3): (−7) − (−4 − 2)] − 5 

=> −[(−7) − (−6)] − 5 

=> −[1 + 6] − 5 

=> −7 − 5 = −12 

4) 
(−4):(−3+3−2)−(−4)

(+5−2+3)(−4)−(−2)
=
(−4):(−2)+4

6(−4)−(−2)
=
(+2)+4

−24+2
=

6

−22
=
−3

11
 

ی:   طاقت در اعداد الجبر

 عملیه تقسیم:  .4

در عملیه تقسیم ابتداء علامه ها تقسیم می شود. طوری که حاصل تقسیم هم علامه مثبت و 

 حاصل تقسیم مختلف العلامه ها منفی می شود. یعنی  

}تقسیم هم علامه )+(  
+ ÷ += +
−÷−= +

}(  -تقسیم مختلف العلامه )   
+ ÷ −= −
−÷+= −

 

 
ً
 مثلا

−3 ÷ (−11) = −
3

11
                                  + 12 ÷ (−3) = −4 

ی:   متحول الجبر

 یک فکتور ریاضیکی است که قیمت های مختلف گرفته می تواند. و دو نوع اند.  

ی   }متحول الجبر
متحول  مستقل  − (𝑥) − د  قیمت  اختیاری می گبر

−متحول  مربوط  (𝑦)  قیمت  اش مربوط   به 𝑥 است−
 

ی را به حروف کوچک انگلیسی   ,𝑎)در ریاضی متحول ها الجبر 𝑏, 𝑐, … , 𝑥 , 𝑦 , 𝑧)   نشان داده می

 شود.  

ی:   حد الجبر

ی می نامند.  ب و تقسیم را حد الجبر ی تحت عملیه های ضی ی با متحول الجبر  ترکیب اعداد الجبر

2𝑥     ,   
2𝑥𝑦

5
      ,    − 6𝑥3𝑦𝑧              ,   −

4𝑚7𝑛2

2𝑚𝑛
 

ی:  ایط( حدود الجبر ها)شر ط( دارد.  پارامبر )سرر ی چهار پارامب   یک حد الجبر

 علامه  

یب عددی   ضی

 متحول  

 توان متحول  

 انواع حدود: 

ی متحول ها و توان متحول ها باشند، حدود    حدود مشابه:  (1 ی که دارای عتر دو حد الجبر

 مشابه نامیده می شود. مانند 

−2𝑥4𝑧𝑝3          5√7          مشابه𝑥4𝑧𝑝3 

مشابه:  (2  حدود که مشابه نباشد را غبر مشابه می نامند.  حدود غبر

−3𝑥𝑦         7    غبر  مشابه𝑥4𝑦𝑧 

ی:   افاده الجبر

ی می نامند.  ی تحت عملیه های جمع و تفریق را افاده الجبر  ترکیب دو یا چند حد الجبر

3𝑥 − 2𝑥3𝑦 + 9𝑚𝑥2𝑦5 − 5                 6𝑥2𝑦 − 12𝑚𝑛 + √2𝑥4𝑥𝑧3   

ی:  ی سه نوع اند.  انواع افاده های الجبر  افاده های الجبر

ی  ❖  افاده های تام الجبر

ی.  ❖  افاده های کسری )ناطق( الجبر

ی.  ❖  افاده های غبر ناطق )جذری( الجبر

ی:   افاده های تام الجبر

 عبارت از افاده های اند که توان متحول های آنها اعداد تام مثبت )کامل( باشد. مانند. 

 𝐴 = 2𝑥𝑦 − 5𝑥3𝑦5 + 14𝑥 − 9𝑦𝑧  

ی:  ی درجه می گردد.   درجه افاده تام الجبر ی تعیتر  به دو روش یک افاده الجبر
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I. :ر درجه نظر به هر متحول درین صورت بلند ترین توان متحول در افاده درجه افاده نظر  تعییر

 
ً
 به همان متحول نامیده می شود. مثلا

𝐴 = 𝑥3 − 2𝑥4𝑦5 + 5𝑚𝑥2𝑧7 + 8 

𝐷(𝐴𝑥) = 4        𝐷(𝐴𝑦) = 5           𝐷(𝐴𝑧) = 7              𝐷(𝐴𝑚) = 1 

II. :ر درجه کلی ی را دریافت می   تعییر ی درجه کلی مجموع توان های تمام حدود افاده الجبر برای تعیتر

ی است   نمائیم که بلندترین مجموعه توان ها عبارت از درجه کلی افده الجبر

  . 

𝐴 = 𝑥3 − 2𝑥4𝑦5 + 5𝑚𝑥2𝑧7 + 8 

𝐷(𝐴) = 10 

است،  0واز حد آخر  10و از حد سوم   9از حد توم  3در افاده فوق مجموع توان های حدو اول 

ی  10پس مجموع درین میان   است.   𝐴بلندترین مجموعه توان های افاده و درجه کلی افاده الجبر

ی:   عملیه های اساسی بالای افاده های الجبر

ی:  .1 ی، حدود مشابه را   عملیه جمع افاده های الجبر در عملیه جمع دو یا چند افاده الجبر

 باهم جمع یا تفریق می نمائیم و غبر مشابه را به حالت خودش می گذاریم. 

 

ی  𝐴مثال: افاده های الجبر = 2𝑥 + 3𝑥3𝑦2 − 7𝑥5𝑧 + 𝐵و  9 = 5𝑥3𝑦2 − 9𝑦 +

3𝑥5𝑧 − 2   

 را باهم جمع نمائید. 

3 2 5

3 2 5

3 2 5

2 3 7 9

9 5 3 2

2 9 8 4 7

A x x y x z

B y x y x z

A B x y x y x z

= + − +

= − + + −

+ = − + − +

 

ی: عملیه تفریق افاده های  .2 ی علامه تمام حدود مفروق  الجبر در عملیه تفریق دو افاده الجبر

 را تغیبر میدهیم و سایر پروسه را مانند عملیه جمع انجام میدهیم.  

ی  𝐴مثال: افاده های الجبر = 2𝑥 + 3𝑥3𝑦2 − 7𝑥5𝑧 + 𝐵و  9 = 5𝑥3𝑦2 − 9𝑦 +

3𝑥5𝑧 − 2   

 را تفریق نمائید. 

3 2 5

3 2 5

3 2 5

2 3 7 9

9 5 3 2

2 9 2 10 11

A x x y x z

B y x y x z

A B x y x y x z

= + − +

=  

− = + − − +

 

ی:  .3 ب افاده های الجبر ایب  عملیه ضر ی اول علامه، بعدا ضی ب افاده های الجبر در عملیه ضی

ب می کنیم.   ی طاقت ها ضی  عددی و در اخبر متحول ها را به کمک قوانتر

ب مونوم در مونوم:  ▪  ضر

2

3 4 4 4

1) (2 )( 3 ) 6

2) ( 7 )( 6 ) 42

xy x x y

y m y m y

− = −

− − = +
 

ب مونوم در پولینوم:   ▪  ضر

2

2

1) (2 )( 2 ) 2 4

2) (4 )(3 5 ) 12 20

x x y x xy

ab x ay abx a by

− = −

− = −
 

ب پولنوم در پولینوم:   ▪  ضر

ب می   ب پولینوم در پولینوم تمام حدود پولینوم اول را با تمام حدود پولینوم دوم ضی برای ضی

 نمائیم.  

2 3 2 2 2

2

( 3 5)(2 4 2 ) 2 4 2 6 12 6

... 10 20 10

x y x xy z x x y xz x y xy yz

x xy z

+ − + + = + + + + +

− − −
.   

ی:  .4 ی حد  تقسیم افاده های الجبر ی حد مقسوم را بر اولتر ی اولتر در تقسیم افاده های الجبر

ایب عددی و در اخر متحول ها  مقسوم علیه طوری تقسیم می نمائیم که اول علامه، بعدا ضی

ب می شود.   ی طاقت ضی  نظر به قوانتر

 مثال:  
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4 2 4 2
3

3 2 3 2 2

12 8 2 12 8 2
1) 6 4 1

2 2 2 2

15 9 15 9
2) 5 3

3 3 3

x x x x x x
x x

x x x x

x xy x xy x
y

xy xy xy y

+ −
= + − = + −

−
= − = −

 

33
3)

x 2

3

2 6 9 2

3

x x x

x

+ − + −

 2 2

2

6 3 8 10

8

x x x

x

+ +

+

2

6

8

x

x

−

 16

10 9

10 20

29

x

x

x

+ +



 

44) 2x 3 2 2

4

3 4 13 12 2 3

2

x x x x x

x

+ − + + − +

 3 2 2

3

4 6 2 7 4

7

x x x x

x

 + +

2

3

10 13

7

x x

x

− +

 2

2

14 21

4

x x

x



2

8 12

4

x

x

− +

 8 12

0

x 

 

ی از نظر حدود  : انواع افاده های تام الجبر

  2𝑥    ,    6𝑥𝑦مونوم )یک حده( افاده که تنها یک حد داشته باشد مانند     •

3𝑥بینوم)دوحده(: افاده که دارای دو حد باشد مانند       • + 4   ,    2𝑥𝑦 − 5𝑧 

2𝑥2ترینوم)سه حده(: افاده که داری سه حد باشد مانند      • − 3𝑥𝑦 + 7𝑧 

ی که دارای چندین حد باشد مانند     • 2𝑥پولینوم)چندین حده(: افاده الجبر − 3𝑎 + 5 −

11𝑏  

 پولینوم: 

ی منظم اند که توان متحول های آن اعداد کامل یا شمارش باشد. شکل  عبارت از یک افاده الجبر

 عمومی آن عبارت اند از.  

1 2

1 2 1 0

1 2 1 0

( ) ...

, , ,..., , tan

n n n

n n n

n n n

P x a x a x a x a x a

a a a a a cons tت اب ث

x ل تحو م

− −

− −

− −

= + + + + +

=

⎯⎯→

 

 مثال:  

3

5 4 3 2

2

( ) 2 4 11

( ) 3 5 8 3 9

( ) 2 8 5

P x x x

P x x x x x x

P x x x

= − −

= + + − + −

= − +

 

 انواع پولینوم: 

یب تمام حدود آن به جز حد ثابت صفر باشد،    پولینوم ثابت:  (1 هرگاه در یک پولینوم ضی

 :  پولینوم را ثابت می نامند. یعنی

𝑃(𝑥) = 𝑎𝑛𝑥
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥

𝑛−1 + 𝑎𝑛−2𝑥
𝑛−2 + 𝑎𝑛−3𝑥

𝑛−3…+ 𝑎1𝑥
1 + 𝑎0 

𝑎𝑛 = 𝑎𝑛−1 = 𝑎𝑛−2 = 𝑎𝑛−3 = ⋯ = 𝑎1 = 0 

𝑛 ∈ ℤ+ 

𝑃(𝑥)مثال: اگر پولینوم  = (2𝑎 + 6)𝑥2 − (3𝑏 − 2)𝑥 + یک پولینوم ثابت باشد،   11

 را دریابید.  𝑏و   𝑎قیمت  

2𝑎 + 6 = 0 => 2𝑎 = −6     𝑎 = −3  

3𝑏 − 2 = 0 => 3𝑏 = 2         𝑏 =
2

3
 

 اگر تمام حدود یک پولینوم صفر گردد آن را پولینوم صفری می نامند. یعنی  پولینوم صفری:  (2

 

𝑃(𝑥) = 𝑎𝑛𝑥
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥

𝑛−1 + 𝑎𝑛−2𝑥
𝑛−2 + 𝑎𝑛−3𝑥

𝑛−3…+ 𝑎1𝑥
1 + 𝑎0 

𝑎𝑛 = 𝑎𝑛−1 = 𝑎𝑛−2 = 𝑎𝑛−3 = ⋯ = 𝑎1 = 𝑎0 = 0 

𝑛 ∈ ℤ+ 
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𝑃(𝑥)مثال: اگر پولینوم  = (𝑚 + 4)𝑥3 + (2𝑛 − 8𝑝)𝑥2 + 9𝑞𝑥 − 3𝑝 + یک   12

 را دریابید.  𝑞و   𝑝و  𝑛و   𝑚پولینوم صفری باشد، قیمت های 

𝑚 + 4 = 0 => 𝑚 = −4  

9𝑞 = 0 => 𝑞 = 0  

−3𝑝 + 12 = 0 => −3𝑝 = −12 => 𝑝 = 4  

2𝑛 − 8𝑝 = 0 => 2𝑛 − 8(4) = 0 => 2𝑛 − 32 = 0 => 2𝑛 = 32 =

> 𝑛 = 16  

اگر مجموع توان های حدود یک پولینوم باهم برابر باشد، پولینوم را   پولینوم متجانس:  (3

 :  متجانس گویند. یعنی

𝑃(𝑥) = 𝑎𝑥𝑚 + 𝑏𝑥𝑛 + 𝑐𝑥𝑝 

𝑚پولینوم فوق متجانس است اگر  = 𝑛 = 𝑝  .باشند 

3𝑥2𝑦مثال: اگر پولینوم  + 5𝑥𝑚𝑧 − 7𝑦𝑛−3𝑧2  قیمت های  متجانس باشد ،𝑚  و𝑛   را

 دریافت نمایید.  

 حل: 

 برای دریافت قیمت های مجهول مجموع توان ها را مساوی به عدد ثابت قرار می دهیم.  

𝑚 + 1 = 3 => 𝑚 = 2 

𝑛 − 3 + 2 = 3 => 𝑛 = 4 

ایب حدود مشابه دو پولینوم باهم برابر باشد، پولینوم ها   پولینوم های معادل:  (4 اگر ضی

 معادل گفته می شود.  

𝑥2مثال: اگر پولینوم های  + 3𝑥 + 𝑚(𝑥و   2 − 1)2 + 𝑛(𝑥 + 1) + 𝑃 معادل باشند  ،

 را دریافت نمائید.   𝑃و    𝑛، و   𝑚قیمت  

 حل: 

ایب حدود مشابه پولینوم ها را بعد از انکشاف حدود باهم   مساوی قرار می دهیم. ضی

𝑥2 + 3𝑥 + 2 = 𝑚(𝑥 − 1)2 + 𝑛(𝑥 + 1) + 𝑃 

𝑚 = 1 

−2𝑚 + 𝑛 = 3 => 𝑛 = 5 

𝑚 − 𝑛 + 𝑝 = 2 =>= 𝑝 = 6 

 

ایب پولینوم:   دریافت قیمت و مجموع ضر

، عدد حقیف  را بجای متحول در پولینوم  برای دریافت قیمت پولینوم در برابر یک عدد حقیف 

 قرار می دهیم وقیمت آن دریافت می شود.  

𝑃(𝑥)مثال: اگر  = 2𝑥3 + 3𝑥2 − 6𝑥 +  را دریافت نمایید.   𝑃(2)باشد، قیمت   9

 حل: 

𝑃(2) = 2 ∙ 23 + 3 ∙ 22 − 6 ∙ 2 + 9 

𝑃(2) = 16 + 12 − 12 + 9 

𝑃(2) = 25 

ایب پولینوم بجای متحول های پولینوم عدد   را قرار می دهیم.   (1)و برای دریافت مجموع ضی

ایب  𝑃(𝑥)پولینوم  مثال: مجموع ضی = 2𝑥3 + 5𝑥2 − 3𝑥 +  را دریافت نمایید.  1

 را قرار می دهیم.   1عدد  𝑥حل: بجای  

𝑃(1) = 2 ∙ 13 + 5 ∙ 12 − 3 ∙ 1 + 1 

𝑃(1) = 2 + 5 − 3 + 1 

𝑃(1) = 5 

 قضیه باقیمانده

𝑥)رابالای بینوم  𝑃(𝑥)اگر پولینوم  قضیه:  − 𝑎)  تقسیم کنیم باقیمانده𝑅 = 𝑃(𝑎)  .می باشد 

ی باقیمانده تقسیم یک  𝑥پولینوم بر بینوم برای تعیتر − 𝑎  .یم  دو مرحله ذیل را در نظر می گبر
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ی می کنیم.  𝑥قیمت   (1  را تعیتر

 وضع میکنیم.   𝑥پولینوم بجای را در در  𝑥قیمت   (2

𝑃(𝑥)مثال: اگر پولینوم  = 2𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥)بالای  7 − تقسیم شود باقیمانده چند   (2

 خواهد بود؟

 حل: 

x − 2 = 0 => x = 2 

𝑅 = 𝑃(𝑎) 

𝑅 = 𝑃(2) = 2 ∙ 23 − 22 − 7 

𝑅 = 16 − 4 − 7 

𝑅 = 5 

4𝑥4اگر پولینوم : ۲مثال + 12𝑥3 − 13𝑥2 − 33𝑥 + 𝑥بالای بینوم  18 + ، تقسیم گردد 4

 باقیمانده را دریافت نمائید.  

 : 2حل

𝑥 + 4 = 0 => 𝑥 = −4 

𝑅 = 𝑃(−4) 

𝑅 = 𝑃(−4) = 198 

 فکتورقضیه 

𝑥بالای  𝑃(𝑥)پولینوم  اگر  − 𝑎   تقسیم گردد و باقیمانده𝑅 = 𝑃(𝑎) = گردد در نتیجه   0

𝑥 − 𝑎  پولینوم یک فکتور𝑃(𝑥)   .است 

𝑥مثال: به کمک قضیه فکتور نشان دهید که  − 𝑃(𝑥)یک فکتور پولینوم   2 = 𝑥5 − می   32

 باشد. 

 حل: 

𝑃(𝑥) = 𝑥5 − 32 

𝑅 = 𝑃(2) = 25 − 32 = 0  

𝑅 = 0 

 پس بینوم فوق یک فکتور پولینوم است. چون باقیمانده صفر است 

 

 معکوس قضیه فکتور

 اگر باقیمانده تقسیم پولینوم بر بینوم صفر گردد، پس بینوم یک فکتور پولینوم است. 

 

 

 تقسیم ترکیبر 

تقسیم ترکینر یک نوع دیگر از روش های دریافت باقیمانده تقسیم پولینوم بر بینوم است، ابتداء 

را از مساوی قرار دادن بینوم با صفر دریافت می کنیم و بعد در ستون چپ تمام    𝑥قیمت  

ایب پولینوم را می نویسیم و آنرا یک به یک با قیمت   که در جای خارج قسمت قرار دارد    𝑥ضی

ی آن می نویسیم.   ب می کنیم و در قسمت پائتر  ضی

 از تقسیم ترکینر برای اهداف ذیل استفاده می گردد.  

ی قیمت پولینوم ها .1  یافت 

ی جذر های ناطق پولینوم ها   .2  برای یافت 

ی.   .3  برای تجزیه افاده های الجبر

4𝑥4مثال: اگر پولینوم  + 12𝑥3 − 13𝑥2 − 33𝑥 + 𝑥بالای بینوم  18 + ،  تقسیم گردد 4

 بدون انجام تقسیم باقیمانده تقسیم پولینوم بر بینوم را دریافت نمائید.  

 حل: 
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𝑅باقیمانده تقسیم عبارت اند از.  = 198 

 خارج قسمت پولینوم عبارت اند از. 

𝑄(𝑥) = 4𝑥3 − 4𝑥2 + 3𝑥 − 45 

 

 (Ordered Pairsجوره های مرتب)

 تعریف: 

(  aکه ترتیب در آن مهم باشد بام جوره  های مرتب یاد می شود. که در این جوره   b،(aبه دو تابی

 را مختصه دوم یا مولفه دوم می گویند.   bرا مختصه اول یا مولفه اول و 

 تساوی جوره های مرتب: 

دو جوره مرتب  زمابی با هم مساوی است که مولفه او ل یک جوره مرتب با مولفه اول جوره  

 مساوی باشد. مرتب دیگر 

 مانند: 

(a, b) = (c, d)      =>     a = c   و   b = d 

,a)به طور عموم نکته:  b) ≠ (b, a)    .می باشد 

یبر  ر  (Cartesian Plane)مستوی کارتبر

 تعریف: 

ینی یاد می شود.  ی  مستوی که در آن محور ها بالای همدیگر عمود واقع اند بنام مستوی کارتبر

مستوی را به چهار حصه تقسیم می کند که هر حصه آن را بنام رب  ع یا ناحیه می  هر دو محور 

 نامند. 

 

 

 

 

 

 

 

 

ینی  مخالف حرکت عقربه ساعت نامگذاری می شود.  نکته:  ی  ناحیه ها مستوی کارتبر

یبر وگراف آن:  ر ب کارتبر  حاصل ضر

ب دو ست  ×B (Aو   Aحاصل ضی 𝐵)    عبارت از ست می باشد که عناض آن جوره های مرتب

(x, y)  .می باشد 

𝑋  عناض ستA   وy  عناض ستB می باشد 

یم:   مثال زیر را در نظر می گبر
 برای درک بیشب 

𝐴مثال: اگر  = 𝐵و    {0,1,2} = 𝐴باشد حاصل  {3,4} × 𝐵   ,   𝐵 × 𝐴  :مساوی است به 

𝐴 × 𝐵 = {0,1,2} × {3,4} = {(0,3), (0.4). (1,3), (1,4), (2,3), (2,4)} 

𝐵 × 𝐴 = {3,4} × {0,1,2, } = {(3,0), (3,1), (3,2), (4,0), (4,1), (4,2)} 

ب قابل ذکر:  یم که حاصل ضی 𝐴از روی مثال فوق نتیجه می گبر × 𝐵 ≠ 𝐵 × 𝐴   .است 

 ( Relationرابطه)

 تعریف : 

 سن  که از جوره های مرتب اشیا و مفاهیم تشکیل شده باشد بنام رابطه یاد می شود. 

یم. جهت درک بیشب  رابطه مثال های زیر را   در نظر می گبر

 عطاالله برادر عزت الله می باشد •

 علی کاکا محمود است  •

 احمد معلم حسن است  •

 

 

 (:  Functionتابع)

 تعریف : ست جوره های مرتب است که مولفه اول ان تکرار نباشد. 

𝑅1تابع است        = {(0,3), (0.4). (1,3), (1,4), (2,3), (2,4)} 

 

𝑅2تابع نیست      = {(1,3), (0.4), (1,3), (2,4), (5,3), (2,4)} 

 اسم رابطه اسم شماره

 عطاالله  برادر  عزت الله  1

 علی کاکا محمود 2

 احمد معلم حسن 3

 

𝐼 𝐼𝐼 

𝐼𝐼𝐼 
𝐼𝑉 
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 شد تابع یک رابطه یا قاعده است که یک کیمت را با  
ر

ر معرف بار اول مفهوم تابع توسط لیببر

 کمیت دیگر ارتباط می دهد 

ر ضلع مساحت مرب  ع .1  ارتباط بیر
ر نفوس و زمان  .2  ارتباط بیر
ر شعاع ومساحت دایره .3  ارتباط بیر
ر شعاع وحجم کره .4    ارتباط بیر

مساحت مرب  ع ، مساحت دایره ، نفوس  و حجم را بنام متحول مقید و ضلع مرب  ع ، زمان  نکته: 

 ، شعاع دایره و شعاع کره را بنام متحول آزاد می نامند. 

 

 

 

 

 

 

 

 

                       𝑫𝒐𝒎𝒂𝒊𝒏𝒇(𝒙) = {𝟏, 𝟐, 𝟑}                 𝑅𝑎𝑛𝑔𝑒𝑓(𝑥) = {2,4,6} 

 بخش اصطلاحات تابع: 

 ها( xهمه مقادیر مجاز برای ورودی تابع)  : domainناحیه تعریف  

 اعمال روی دامنه تولید می کندمجموعه مقادیر واقعی که تابع پس از :  Rangeناحیه قیمت

Co-domain  :  د )ممکن است بزرگب  از مجموعه ای که خروجر تابع می تواند در آن قرار گبر

 ناحیه قیمت باشد( 

 

 

 

 

 

 

 

ر یک تابع:   طریق نوشیر

ی بار ریاضی دان سویسی ایولر  است توسط  xتابع ا ز yاین عبارت که  Eulerبرای اولتر

yمعادل  = f(x)    .نشان داده است 

قیمت های 

 تابع

𝒇(𝒙)تابع = 𝒙𝟐 + 𝟑𝒙 −  ساحه تعریف تابع 𝟐

8 f(2)=22 + 3 ∙ 2 − 2 2 

-2 f(0)=00 + 3 ∙ 0 − 2 0 

-2 f(-3)=(−3)2 + 3 ∙ (−3) − 2 -3 

𝑎2 + 3𝑎

− 2 

f(a)=𝑎2 + 3 ∙ 𝑎 − 2 a 

 ورودی ها
F(x)=𝒙𝟐 

 ناحیه قیمت  ناحیه تعریف
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 توابع عموما به چهار نشان داده می شوند: 

 توسط عبارات .    Verballyبه طور شفاهی  .1
 توسط یک جدول  Numericallyبه طور عددی  .2
3.  (  ( توسط گراف Visuallyمشاهده بی
ی) .4  ( توسط فورمول ضی    ح)واضح(Algebraicallyبه شکل الجبر

 دریافت قیمت یک تابع: 

تابع )یعنی محاسبه مقدار تابع برای یک ورودی مشخص( کافی است برای دریافت قیمت یک 

ی مقدار  مقدار ورودی را در تابع قرار دهیم ونتیجه را حساب کنیم به این فرایند اصطلاحا یافت 

 تابع یا محاسبه قیمت تابع گفته می شود. 

 جهت وضاحت بیشب  به مثال های زیر توجه کنید. 

 هاآن گراف و توابع 

 

ی اهداف ��  یادگبر

 :بتواند باید آموزدانش درس، این پایان در

 .است تابع یک ایرابطه چه دهد تشخیص و کرده  درک را تابع مفهوم .1

ی رابطه طریق از )دامنه(را تابع تعریف ناحیه .2  .کند مشخص  گرافیکی نمودار یا جبر

 .کند محاسبه دامنه از مختلف  مقادیر برای  را تابع( تابع)قیمت مقدار .3

 .کند تحلیل و ترسیم را خاص و ایپایه  توابع گراف .4

اید( افزایسیر  رفتار .5 ی ی  گراف یا فرمول طریق از را )متناقص(تابع کاهسیر  یا )مب   .کند تعیتر

 .بنویسد  را جدید تابع و بررسی تابع گراف بر را عمودی  و افف   هایانتقال تأثبر  .6

  تابع، گراف از .7
 

 را بحرابی  نقاط  و تقارن محورها، با تقاطع برد، دامنه، مثل آن هایویژگ
 .کند  استخراج

 

 تابع تعریف .1 ��

 :تابع نماد .دهد می نسبت برد در مقدار یک فقط دامنه از عضو هر به که است ایرابطه  تابع

 

𝑓: 𝑋 → 𝑌 هر ازای به 𝑥

∈ 𝑋،  
ً
𝑓(𝑥) یک دقیقا ∈ 𝑌 

𝑓(𝑥) :مثال = 𝑥2، عدد هر ازای به ،  حقیف 
 مثل ایرابطه  اما تابع  → دارد خروجر  یک فقط

𝑦2 = 𝑥 → بعضی  برای 𝑥مقدار دو ها 𝑦 دارد 
 نیست تابع →

 

 تابع )دامنه( تعریف ناحیه .2 ��

 در تابع که است 𝑥 مقادیر از ایمجموعه تابع دامنه
 .است شده تعریف هاآن 

ی  برای کلی قواعد      :دامنه یافت 

 دامنه محدودیت تابع نوع

  ایچندجمله
ً
𝑥2 )مثلا + 3𝑥 −  حقیف   اعداد یهمه ( 1

  کسری
ً
 )مثلا

1

𝑥−𝑎
 0 ≠ مخرج (

  زوج جز
ً
𝑥√ )مثلا − 𝑏) 0 ≤ جز زیر عبارت 

  مخرج در جز
ً
 )مثلا

1

√𝑥
 0 < جز زیر (

 

 :۱ مثال ✅

𝑓(𝑥) :تابع =
1

𝑥−3
 



Page 10 of 47 

 

 شود صفر نباید مخرج :محدودیت

𝑥 − 3 ≠ 0 ⇒ 𝑥 ≠ 3 

 ℝ\{3} :دامنه      

 

 :۲ مثال ✅

𝑓(𝑥) :تابع = √2𝑥 +  :باید زوج جز برای 1

2𝑥 + 1 ≥ 0 ⇒ 𝑥 ≥ −
1

2
 

−] :دامنه       
1

2
, ∞) 

 

 تابع( )مقدار تابع قیمت .3 ��

 .دهیم قرار تابع فرمول در را 𝑎 مقدار ستکافی  ،𝑓(𝑎) محاسبه برای

 

 :۳ مثال ✅

𝑓(𝑥) اگر = 𝑥2 − 3𝑥 +  چیست؟ 𝑓(2) مقدار ،2

𝑓(2) = 22 − 3 ⋅ 2 + 2 = 4 − 6 + 2 = 0 

 

ر  .4 ��  تابع گراف روی از دامنه یافیر

 مشخص را دارد وجود گراف هاآن روی که 𝑥 محور از نقاطی و کنیممی بررسی را تابع گراف
 .کنیممی

 

 :۴ مثال ✅

𝑥 از فقط گراف اگر = 𝑥 تا 2− =  :آنگاه دارد، وجود 5

 [2,5−] :دامنه       

 نقطه آن در تابع مقدار نبود یا وجود دهندهبسته(نشان یا باز )دایره توخال  یا پر نقاط :نکته

 .هستند

 

 هاآن گراف و خاص توابع .5 ��

 تابع  نام رفتار تقارن  برد دامنه  فرمول

𝑓(𝑥)
= 𝑎𝑥 + 𝑏 

ℝ ℝ یا ثابت ندارد 
اید ی  یا مب 

 متناقص 

 خطی تابع

𝑓(𝑥)
= 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥
+ 𝑐 

ℝ  
 

 به بستکی
𝑎  دارد 

 به نسبت
 تقارن  محور

اید ی  یا مب 
 متناقص 

 ۲ درجه تابع

𝑓(𝑥) = √𝑥 𝑥
≥ 0 

𝑦 ≥ اید ندارد 0 ی  ریشه تابع مب 
 دوم 

𝑓(𝑥) =
1

𝑥
 

𝑥
≠ 0 

𝑦 ≠  در کاهنده مبدأ  به نسبت 0
 بازه  هر

 سستابع
 معکوس
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اید توابع .6 �� ر  متناقص و مبر

 :تعریف

اید • ر 𝑥1 اگر :مبر < 𝑥2 ⇒ 𝑓(𝑥1) < 𝑓(𝑥2) 

𝑥1 اگر :متناقص  • < 𝑥2 ⇒ 𝑓(𝑥1) > 𝑓(𝑥2) 

 

 :تشخیص روش

فته( ریاضی  )در تابع مشتق روی از .1  پیسرر

 خطی(  توابع )در خط شیب روی از .2

 گرافیکی( توابع )در نمودار تحلیل با .3

 

 

 هاگراف  انتقال .7 ��

 :افقر  انتقال ��

• 𝑓(𝑥 − 𝑎): اندازهبه راست به انتقال 𝑎 واحد 

• 𝑓(𝑥 + 𝑎): اندازهبه چپ به انتقال 𝑎 واحد 

 :۵ مثال ✅

𝑓(𝑥) :پایه تابع = 𝑥2 

𝑔(𝑥) تابع = (𝑥 −  واحد  3 اندازهبه  راست به انتقال :2(3

ℎ(𝑥) تابع = (𝑥 +  واحد 2 اندازهبه چپ به انتقال :2(2

 

 

 :عمودی انتقال ��

• 𝑓(𝑥) + 𝑏: اندازهبه بالا به انتقال 𝑏 واحد 

• 𝑓(𝑥) − 𝑏: ی  به انتقال  واحد 𝑏 اندازهبه پایتر

 

 

 :۶ مثال ✅

𝑓(𝑥) :پایه تابع = 𝑥2 



Page 12 of 47 

 

𝑓(𝑥 :جدید تابع − 2) + 3 = (𝑥 − 2)2 +  بالا  به واحد ۳ و راست به واحد ۲ انتقال → 3

 

 شدهبندیطبقه هایتمرین ️✍

 

 تابع  دامنه – ۱ تمرین

 :بیابید  را زیر توابع دامنه

1. 𝑓(𝑥) =
1

𝑥−5
 

2. 𝑓(𝑥) = √3 − 𝑥 

3. 𝑓(𝑥) =
1

√𝑥
 

 

 تابع مقدار – ۲ تمرین

𝑓(𝑥) اگر .1 = 𝑥2 − 𝑥، مقدار 𝑓(−2) بیابید را. 

𝑓(𝑥) اگر .2 = √𝑥 +  .بیابید را 𝑓(8) مقدار ،1

 

 گراف  تحلیل – ۳ تمرین

𝑓(𝑥) تابع نمودار = 𝑥2 کنید مشخص و کنید رسم را: 

 کجاست؟  رأس •

 است؟ متناقص ایبازه چه در تابع •

اید ایبازه چه در تابع • ی  است؟  مب 

 

 گراف انتقال – ۴ تمرین

𝑓(𝑥) تابع = √𝑥 را: 

 چیست؟ جدید تابع → کنید منتقل راست به واحد ۲ •

ی  واحد ۳ • ید پایتر  چیست؟ جدید تابع → ببر

 چیست؟ نهابی  تابع → دهید انجام هم با را دو هر سپس •

 

 کلاسی هایفعالیت ��

 

 دامنه و نمودار :۱ فعالیت ��

 ) ساده تابعی گراف معلم
ً
 :باید  آموزاندانش .دهد نشان را (ایریشه یا سهمی، خط،پاره مثلا

 بخوانند را تابع برد و دامنه •

 بیابند دلخواه نقطه چند برای را تابع مقدار •

 

 یافتهانتقال گراف طراحی – گروهی :۲ فعالیت ��

𝑓(𝑥) مثل پایه تابع یک هاگروه = 𝑥2 ی کاغذ کمک به .کنند انتخاب را  دیجیتال، یا میلیمب 
𝑓(𝑥 مثل هابی انتقال − 1) +  .کنند رسم را گراف و بنویسند، جدید تابع کنند، اعمال را 2

 

 تابع بازی کارت :۳ فعالیت ��

 :شامل کند تهیه هابی کارت معلم

 تابع فرمول •

 گراف  •

 برد و دامنه •

 انتقال نوع •

 .دهند تطبیق و کرده  پیدا هستند، مربوط هم به که را هابی کارت باید آموزاندانش

 103صفحه: 

 :  اهداف آموزسیر

 بفهمند. شاگردان در ختم این درس بتوانند ترکیب توابع را  ➢

امون درس آشنا گردد.  ➢  شاگردان به فورمول ها و روش های حل سوالات پبر
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عملیه های چهار گانه بالای توابع صدق می کند. این چهر عملیه به ترتیب قرار ذیل ارائه می 

 شود.  

𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥) = (𝑓 + 𝑔)(𝑥)     ∶       𝐷𝑓±𝑔 = 𝐷𝑓 ∩ 𝐷𝑔 

𝑓(𝑥) × 𝑔(𝑥) = (𝑓 × 𝑔)(𝑥)     ∶       𝐷𝑓×𝑔 = 𝐷𝑓 ∩ 𝐷𝑔 

𝑓(𝑥) ÷ 𝑔(𝑥) = (𝑓 + 𝑔)(𝑥)     ∶       𝐷𝑓÷𝑔 = 𝐷𝑓 ∩ 𝐷𝑔   , {𝑥/ 𝑔 ≠ 0} 

𝑓(𝑥)مثال اول: عملیه های اساسی را بالا توابع   = 2𝑥 + 𝑔(𝑥)و  1 = 𝑥2 −  انجام دهید.  4

ب و تقسیم می انجام عملیه های اساسی بالای تو  حل: برای ابع معالات آنها را جمع، تفریق، ضی

 کنیم.  

𝑓(𝑥) = 2𝑥 + 1      ,       𝐷𝑓 = ℝ 

𝑔(𝑥) = 𝑥2 − 4      ,        𝐷𝑔 = ℝ 

1. 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) = 𝑥2 − 4 + 2𝑥 + 1 = 𝑥2 + 2𝑥 − 3        𝐷𝑓+𝑔 = ℝ ∩ ℝ = ℝ 

2. 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) = 2𝑥 + 1 − (𝑥2 − 4) = −𝑥2 + 2𝑥 + 5        𝐷𝑓−𝑔 = ℝ ∩ ℝ

= ℝ 

3. 𝑓(𝑥) × 𝑔(𝑥) = (𝑥2 − 4)(2𝑥 + 1) = 2𝑥3 + 𝑥2 − 4𝑥 − 4     

    𝐷𝑓×𝑔 = ℝ ∩ ℝ = ℝ 

4. 𝑓(𝑥) ÷ 𝑔(𝑥) =
2𝑥 + 1

𝑥2 − 4
        𝐷𝑓/ 𝑔 = ℝ ∩ ℝ = ℝ − {2,−2} 

𝑓(𝑥)مثال دوم: اگر توابع   = 𝑥2 − 𝑔(𝑥)و  3 = 4𝑥 + 𝑓)باشد،  5 + 𝑔)(−2)   را دریافت

 نمائید. 

 قیمت داده شده متحول 
ً
𝑥)حل: ابتدا توابع فوق را جمع می کنیم و بعدا = را در حاصل  (2−

 جمع آنها وضع می نمائیم.  

𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) = 𝑥2 − 3 + 4𝑥 + 5 = 𝑥2 + 4𝑥 + 2 

(𝑓 + 𝑔)(−2) = (−2)2 + 4(−2) + 2 = 4 − 8 + 2 = −2 

𝑓(𝑥): اگر فعالیت = 𝑥 − 𝑔(𝑥)و   5 = 𝑥2 − باشند. حاصل جمع، حاصل تفریق،   2

ب و حاصل تقسیم آنها را دریابید.    حاصل ضی

 : عملیه های اساسی را بالای توابع ذیل انجام دهید. تمرین

1) {
𝑓(𝑥) = √4 − 𝑥

𝑔(𝑥) = √3 + 𝑥
     2) {

𝑓(𝑥) = 5𝑥 − 2

𝑔(𝑥) = 3𝑥2
 

 : ترکیب توابع  2عنوان

 107صفحه: 

: درپایان این درس شاگردان.   اهداف آموزسیر

 ترکیب نمایند. بتوانند توابع را باهم  ➢

 ترکیب دوگانه و سه گانه را انجام داده بتوانند.   ➢

 سوالات مربوط به ترکیب توابع را حل کرده بتوانند.  ➢

 بجای محتول تابع دیگر وضع گردد، این عملیه را ترکیب  
ً
تعریف: هرگاه معادله یک تابع قسما

 ابع می نامند. ویا به عبارت دیگرتو 

𝑓𝑜𝑔را به شکل  𝑔و  𝑓باشند، ترکیب توابع   𝑥توابع از متحول  𝑔و  𝑓اگر   = 𝑓(𝑔(𝑥))  را نشان

 می دهد.  

در  𝑔(𝑥)باشد و   𝑔(𝑥)است که در ناحیه تعریف تابع  𝑥عبارت از  (𝑥)(𝑓𝑜𝑔)ناحیه تعریف  

 باشد. یعنی  𝑓ناحیه تعریف  

(𝑓𝑜𝑔): 𝐷𝑓𝑜𝑔 = {𝑥 ∈ ℝ/ 𝑥 ∈ 𝐷𝑔 𝑎𝑛𝑑 𝑔(𝑥) ∈ 𝐷𝑓} 

 

 

 

 

 

 

𝑓(𝑥): اگر  مثال اول = 3𝑥 − 𝑔(𝑥)و  4 = 𝑥2 + را  (𝑔𝑜𝑓)و   (𝑓𝑜𝑔)باشد درین صورت   6

 دریافت کنید.  
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 بجای متحول تابع دیگر قرار می دهیم.  حل: 
ً
 برای ترکیب یک تابع معادله همان تابع را قسما

(𝑔𝑜𝑓)(𝑥) = 𝑔(𝑓(𝑥)) = (3𝑥 − 4)2 + 6 = 9𝑥2 − 24𝑥 + 22 

 ناحیه تعریف ترکیب توابع فوق تمام اعداد حقیف  اند.  

𝑔(𝑥)مثال دوم: اگر  = 1 − 𝑥  و𝑓(𝑥) = √𝑥  را ترکیب و ناحیه تعریف ترکیب آنها را دریافت

 کنید.  

 حل: 

𝑓(𝑥) = √𝑥   ∶    𝐷𝑓 = [0,+∞) 

𝑔(𝑥) = 1 − 𝑥  ∶    𝐷𝑔 = (−∞,+∞) 

𝑓𝑜𝑔 = 𝑓(𝑔(𝑥)) = √1 − 𝑥  ∶   𝐷𝑓𝑜𝑔 = {𝑥: 𝑥 ∈ ℝ , 1 − 𝑥 ≥ 0 = (−∞, 1])} 

𝑔𝑜𝑓 = 𝑔(𝑓(𝑥)) = 1 − √𝑥  ∶   𝐷𝑔𝑜𝑓 = {𝑥 ∶ 𝑥 ∈ ℝ , 𝑥 ∈ 𝐷𝑓  𝑎𝑛𝑑 𝑓(𝑥) ∈ 𝐷𝑔} 

{𝑥: 𝑥 ≥ 0 , √𝑥 ∈ ℝ} = [0,∞)  

 تمرین: توابع ذیل را ترکیب کنید. 

1) 𝑓(𝑥) = 3𝑥      ,      𝑔(𝑥) =
3

𝑥
 

2) 𝑓(𝑥) = 2𝑥2 − 3𝑥    ,    𝑔(𝑥) = 𝑥 − 2 

3) 𝑓(𝑥) =
3𝑥

𝑥 − 4
    ,    𝑔(𝑥) = 5𝑥 

 : تابع معکوس 3عنوان

 111صفحه: 

: درختم این درس شاگردان قادر گردد تا   اهداف آموزسیر

 مفهوم تابع معکوس را بدانند ➢

 تابع معکوس یک تابع را دریافت کرده بتوانند  ➢

 سوالات مربوط به تابع معکوس را حل کرده بتوانند.   ➢

تعریف: اگر در یک تابع جاهای ناحیه تعریف و ناحیه قیمت آنها باهم تبدیل گردد یک تابع  

 جدید بوجود می آید که بنام  تابع معکوس تابع اول نامیده می شود.  

𝑓مثال اول: اگر  ≔ {(2,4), (𝑥, 3), (𝑎, 𝑏), (𝑚, 𝑛)}    باشد درین صورت یک تابع 

  𝑓−1 = {(4,2), (3, 𝑥), (𝑏, 𝑎), (𝑛,𝑚)}   .تابع معکوس تابع فوق اند 

 رابطه ذیل وجود دارد.  در تابع معکوس 

𝐷𝑓 = 𝑅𝑓−1           𝑎𝑛𝑑         𝐷𝑓−1 = 𝑅𝑓 

 نکته: تنها توابع یک به یک معکوس پذیر اند.  

 تابع یک به یک 

𝑥1یک به یک است اگر برای   𝑓(𝑥)تعریف: تابع   ≠ 𝑥2  نتیجه شود که𝑓(𝑥1) ≠ 𝑓(𝑥2) 

 است، 

𝑥1 ≠ 𝑥2 => 𝑓(𝑥1) ≠ 𝑓(𝑥2)  

𝑓(𝑥)مثال: کدام یکی از توابع   = −4𝑥 + 𝑔(𝑥)و   12 = √25 − 𝑥2 یک به یک است؟ 

ی یک به یک بودن تابع دو قیمت اختیاری مختلف در تابع وضع می کنیم، اگر  حل: برای دانست 

نتیجه مختلف حاصل شد تابع یک به است و اگر نتیجه مشابه حاصل شد تابع یک به یک  

 نیست. 

𝑓(𝑥) = −4𝑥 + 1 ∶  −2 ≠ 2 => {
𝑓(−2) = 20

𝑓(2) = 4
=> 𝑓(−2) ≠ 𝑓(2) 

ط یک به یک بودن را صدق نمود، پس یک به یک است.    تابع فوق سرر

𝑔(𝑥) = √25 − 𝑥2  ∶  −2 ≠ 2 => {
𝑓(−2) = √21

𝑓(2) = √21
=> 𝑓(−2) = 𝑓(2) 

ط یک به یک بودن را صدق نمی کند، پس یک به یک نیست.   𝑔(𝑥)تابع   سرر

 تشخیص تابع یک به یک از روی گراف 
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گراف تابع را در یک نقطه قطع کند، تابع یک به یک است و    𝑥موازی با محور  اگر یک خط افف  

 . تابع یک به یک نیست. اگر در بیشب  از یک نقطه قطع کند 

 

 

 

 

 

 دریافت تابع معکوس یک تابع  

 𝑥را از جنس   𝑦را تبدیل نموده دوباره قیمت   𝑦و   𝑥برای دریافت تابع معکوس یک تابع جاهای 

 دریافت می کنیم، حاصل عملیه تابع معکوس تابع اول است.  

𝑦مثال: تابع معکوس تابع   = 3𝑥 +  را دریابید.  2

 را تبدیل می کنیم.   𝑦 و   𝑥حل: جاهای 

𝑦 = 3𝑥 + 2 => 𝑥 = 3𝑦 + 2 

𝑥 − 2 = 3𝑦 ∶ ÷ (3)  => 𝑦 =
𝑥 − 2

3
= 𝑓(−1)(𝑥) 

 : تابع پولینومی 4عنوان

 : عبارت از تابع است که گراف آن یک خط مستقیم باشد. و معادله آن عبارت اند از.  تابع خطی

𝑦معادله تابع خطی عبارت اند از.    = 𝑎𝑥 + 𝑏   .و گراف آن یک خط مستقیم است 

𝑦مثال: معادله تابع  =
3

4
𝑥 −  را در نظر گرفته جزئیات و معادلات آنرا رسم کنید.   3

یب   بنام نقطه تقاطع با  همیشه بنام میل خط مستقیم و عدد ثابت  𝑥حل: در تابع خطی ضی

 گفته می شود.    𝑦محور 

 

 

 

 

 تابع درجه دوم و گراف آن

بوده و گراف آن یک پارابول باشد.   2تابع درجه دوم عبارت از تابع اند که توان متحول آن عدد 

 که به شکل ذیل ترسیم می گردد.  

 

 

 

 

 

 

𝑦گراف تابع مثال:   = (𝑥 −  را ترسیم نمائید.   2(4

 حل: برای ترسیم گراف قرار ذیل عمل می کنیم. 

 قیمت دریافت می گردد.   𝑦قیمت میدهیم و برای   𝑥در یک جدول برای  •

𝑦قرار میدهیم    𝑥تقاطع با محورات را دریافت می کنیم طوریکه برای تقاطع با   • = و برای  0

𝑥قرار میدهیم  𝑦 تقاطع با  = 0  . 

ی راس پارابول عبارت اند از.  • ی می کنیم. فورمول تعیتر  کمیات وضعیه راس پارابول را تعیتر

𝑣 = (−
𝑏

2𝑎
,
4𝑎𝑐 − 𝑏2

4𝑎
) 

ی می کنیم طوری که در اصل معادله اکر  • 𝑎دهن پارابول را تعیتر > دهن پارابول به طرف  0

ی است و دارای نقطه اضغری می باشد و اگر  𝑎پائتر < باشد دهن پارابول به طرف بالا بوده و   0

 دارای نقطه اعظمی می باشد. 
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کنج است که از تقاطع دو نیم خط بوجود آمده است، یا زاویه از دوران یک خط به حول    زاویه: 

 یک نقطه ایجاد می گردد.  

  . 

 

در مثلثات زاویه را دو نوع معرفی می نماید، زاویه که از حرکت ضلع دوار موافق عقربه ساعت به 

( و زاویه که از حرکت ضلع دوار مخالف عقربه ساعت بوجود آید را  وجود آید را )زاویه منفی

 )زاویه مثبت( می نامند. 

ی زاویه  واحد های اندازه گبر

 زاویه را توسط سه واحد )درجه، گراد و رادیان( اندازه می کند.  

الف. درجه: 
1

360
نمایش  (°)و نشانه  𝐷حصه از وسعت یک دایره را درجه می نامند و به حرف   

 نشان می دهد.   °20یا بیشب  به شکل   20𝐷داده می شود. مثلا بیست درجه را به شکل 

است،  (′′)و نشانه ثانیه   (′)واحد های کوچکب  درجه دقیقه و ثانیه است که نشانه دقیقه  

 .  یعنی

1° = 60′                        1′ = 60′′        1° = 3600′′ 

 بنویسید.   𝐷𝑀𝑆را به سیستم  °(48,3625)را به سیستم اعشاری و  ′′27′15 °35مثال:  

 حل: 

 

 ب( گراد: 
1

400
نشان داده می   𝐺حصه وسعت یک دایره را بنام گراد یاد می کند. که به حرف  

 شود، واحد های کوچکب  آن دقیقه گراد و ثانیه گراد است. 

1𝐺 = 100𝐺′                          1𝐺′ = 100𝐺′′ 

عبارت از اندازه زاویه مرکزی می باشد که طول قوس مقابل آن مساوی به طول شعاع  ج( رادیان: 

 دایره باشد.  

.  2𝜋وسعت یک دایره مکمل برابر با   رادیان است یعنی

360° = 2𝜋𝑅 

ی زاویه به یک دیگر   تبدیل واحدات اندازه گبر

ی زاویه به یک دیگر از رابطه عمومی ذیل استفاده می نمائیم.    برای تبدیل واحدات اندازه گبر

𝐷

360
=
𝐺

400
=
𝑅

2𝜋
           یا         

𝐷

 180
=
𝐺

200
=
𝑅

𝜋
 

 درجه را به رادیان تبدیل کنید.  220: اندازه 1مثال

 : 1حل

𝐷

180
=
𝑅

𝜋
=>

220

180
=
𝑅

𝜋
=> 𝑅 =

220𝜋

180
=
11𝜋

9
=> 𝑅 =

11𝜋

9
 

: اندازه 2مثال
5𝜋

6
 را به گراد تبدیل کنید.  

 : 2حل

𝐺

200
=
𝑅

𝜋
=> 𝐺 =

200 ∙
5𝜋
6

𝜋
=
1000

6
=> 𝐺 =

1000

6
 

 حالت معیاری یک زاویه 

 زاویه
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باشد این  𝑋اگر راس زاویه در مبداء کمیات وضعیه و ضلع اول زاویه بالای جهت مثبت محور 

 زاویه در حالت معیاری می باشد.  

 

 زاویه کوترمنل

دو یا چند زاویه که اضلاع دومی آن در حالت معیاری باهم منطبق باشند به نام زاویه های  

 کوترمنل یاد می شود.  

و   60و در شکل دیگر  830و   110مثال: در اشکال ذیل دیده می شوند که اضلاع دومی زاویه های 

کوترمنل است، همچنان زاویه    830با  110باهم منطبق اند. پس گفته می توانیم که زاویه  420

ی کوترمنل است.  420با زاویه  60  نبر

 

 توابع مثلثاب  

نسبت های مثلثاب  که از تقسیم اضلاع مقابل، مجاور و وتر بر یکدیگر بدست می آید بنام توابع  

مثلثاب  نامیده می شود که در مجموع شش نوع اند. که عبارت اند از ساین زاویه، کوساین زاویه، 

 تانجانت زاویه، کوتانجنت زاویه، سیکینت زاویه و کوسیکینت زاویه. 

 

ر نسبت های مثلثابر زوایا  بعضر روابط اساسی بیر

1. 𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠2𝑥 = 1 

2. 1 + 𝑐𝑡𝑎𝑛2𝑥 = 𝑐𝑠𝑐2𝑥 

3. 1 + 𝑡𝑎𝑛2𝑥 = 𝑠𝑒𝑐2𝑥 

4. 
𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑥
= 𝑡𝑎𝑛𝑥 

5. 𝑡𝑎𝑛𝑥 =
1

𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥
 

6. 𝑠𝑖𝑛𝑥 =
1

𝑐𝑠𝑐𝑥
 

7. 𝑐𝑜𝑠𝑥 =
1

𝑠𝑒𝑐𝑥
 

 :  اشاره نسبت های مثلثاب  زوایا در مختصات قایم قرار ذیل اند.  اشاره نسبت های مثلثابر
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, °𝟐𝟕𝟎نسبت های مثلثابر زاویه های   𝟏𝟖𝟎° , 𝟗𝟎° ,  °𝟑𝟔𝟎و   𝟎°

𝑟برای دریافت نسبت های مثلثاب  زاویه های فوق دایره مثلثاب  با شعاع   = 1𝑢𝑛𝑖𝑡  را در نظر

یم و در نظر داشت نقاط  ,0)و  (1,0−)،   (01)،  (1,0)می گبر می توان نسبت های  (1−

 مثلثاب  آنها را دریافت نمود.  

 

 

𝑠𝑖𝑛0 = 0      𝑐𝑜𝑠0 = 1    𝑡𝑎𝑛0 = 0         𝑐𝑡𝑎𝑛0 = ∞        𝑠𝑒𝑐0 = ∞     𝑐𝑠𝑐0

= 1 

  °𝟗𝟎 نسبت های مثلثابر زاویه 

𝑠𝑖𝑛90 = 1 ,   𝑐𝑜𝑠90 = 0     𝑡𝑎𝑛90 = ∞ , 𝑐𝑡𝑎𝑛90 = 1  , 𝑠𝑒𝑐90 = ∞  , 𝑐𝑠𝑐90

= 1 

 °𝟏𝟖𝟎نسبت های مثلثابر زاویه  

𝑠𝑖𝑛180 = 0 , 𝑐𝑜𝑠180 = −1 , 𝑡𝑎𝑛180 = 0 , 𝑐𝑡𝑎𝑛180 = −∞  

𝑠𝑒𝑐180 = −1 , 𝑐𝑠𝑐180 = ∞ 

  °𝟐𝟕𝟎نسبت های مثلثابر زاویه  

𝑠𝑖𝑛270° = −1   , cos 270 = 0          𝑡𝑎𝑛270 = −∞ 

𝑐𝑡𝑎𝑛270 = 0  , 𝑠𝑒𝑐270 = ∞     𝑐𝑠𝑐270 = −1 

  °𝟑𝟔𝟎نسبت های مثلثابر زاویه  

ی برابر با نسبت  360زاویه   آن نبر
 نسبت های مثلثاب 

ً
درجه با زاویه صفر درجه کوترمنل است بنا

 های صفر است.  

ر نسبت های مثلثابر یک زاویه حاده با زاویه های دیگر   ارتباط بیر

ر نسبت های مثلثابر زوایای     𝜽–و    𝜽رابطه بیر

–مخالف عقربه ساعت و زاویه برابر اندابه اند ازه  𝜃زاویه حاده مثبت به اندازه   𝜃  موافق عقربه

 ساعت ترسیم می کنیم و مطابق آن نسبت های مثلثاب  آنها را دریافت می نمائیم

 

sin(−𝜃) = −𝑠𝑖𝑛𝜃                       cos(−𝜃) = 𝑐𝑜𝑠𝜃 

tan(−𝜃) = − 𝑡𝑎𝑛𝜃                     𝑐𝑡𝑎𝑛(−𝜃) = −𝑐𝑡𝑎𝑛𝜃 

sec(−𝜃) = 𝑠𝑒𝑐𝜃                          csc(−𝜃) = −𝑐𝑠𝑐𝜃 

ی کنید.  (°30−)مثال: نسبت های مثلثاب  زاویه    را تعیتر

 حل: 

sin(−30) = −𝑠𝑖𝑛30 = −
1

2
                      cos(−30) = 𝑐𝑜𝑠30 =

√3

2
 

tan(−30) = − tan(30) = −√3               𝑐𝑡𝑎𝑛(−30) = −
√3

3
 

ر نسبت های مثلثات دو زاویه که مجموعه و فرق آنها    گردد.    °𝟏𝟖𝟎ارتباط بیر

sin(180 − 𝜃) = 𝑠𝑖𝑛𝜃               cos(180 − 𝜃) = −𝑐𝑜𝑠𝜃 

tan(180 − 𝜃) = −𝑡𝑎𝑛𝜃           𝑐𝑡𝑎𝑛(180 − 𝜃) = −𝑐𝑡𝑎𝑛𝜃 
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sec(180 − 𝜃) = −𝑠𝑒𝑐𝜃          csc(180 − 𝜃) = 𝑐𝑠𝑐𝜃 

ر نسبت های مثلثابر دو زاویه که فرق شان    درجه گردد.   𝟏𝟖𝟎ارتباط بیر

sin(180 + 𝜃) = −𝑠𝑖𝑛𝜃               cos(180 + 𝜃) = −𝑐𝑜𝑠𝜃 

tan(180 + 𝜃) = 𝑡𝑎𝑛𝜃           𝑐𝑡𝑎𝑛(180 + 𝜃) = 𝑐𝑡𝑎𝑛𝜃 

sec(180 + 𝜃) = −𝑠𝑒𝑐𝜃          csc(180 + 𝜃) = −𝑐𝑠𝑐𝜃 

 گردد.   °𝟗𝟎نسبت های مثلثابر دو زاویه که مجموعه شان  

sin(90 − 𝜃) = 𝑐𝑜𝑠𝜃                          cos(90 − 𝜃) = 𝑠𝑖𝑛𝜃 

tan(90 − 𝜃) = 𝑐𝑡𝑎𝑛𝜃                        𝑐𝑡𝑎𝑛(90 − 𝜃) = 𝑡𝑎𝑛𝜃 

sec(90 − θ) = cscθ                           csc(90 − θ) = secθ 

 گردد.    °𝟗𝟎نسبت های مثلثابر دو زاویه که فرق شان  

sin(90 + 𝜃) = 𝑐𝑜𝑠𝜃                          cos(90 − 𝜃) = −𝑠𝑖𝑛𝜃 

tan(90 − 𝜃) = −𝑐𝑡𝑎𝑛𝜃                        𝑐𝑡𝑎𝑛(90 − 𝜃) = −𝑡𝑎𝑛𝜃 

sec(90 − θ) = −cscθ                           csc(90 − θ) = secθ 

 فعالیت ها: 

 زاویه چیست؟ و چند نوع می باشد.  .1

ی    ح کیند.   .2 ی زاویه را به ترتیب تسرر  واحد های اندازه گبر

 درجه را به گراد و رادیان تبدیل نمائید.  25° .3

4. 
3𝜋

7
 رادیان را به درجه و گراد تبدیل نمائید.  

 را دریافت نمائید.  240نسبت های مثلثاب  زاویه   .5

 را دریافت نمائید.   (40−)نسبت های مثلثاب  زاویه   .6

ی کنید.  270نسبت های مثلثاب  زاویه   .7  را تعیتر

 گراف توابع مثلثابر 

 193صفحه: 

: در پایان این درس شاگردان قادر گردد تا   اهداف آموزسیر

 مفهوم گراف توابع مثلثاب  را بدانند.  •

 گراف توابع مثلثاب  را به شکل درست رسم کرده بتوانند.  •

 اهمیت گراف های توابع مثلثاب  را بدانند.  •

ند.  •  را یاد بگبر
 روش استفاده از گراف توابع مثلثاب 

𝒇(𝒙)گراف تابع  = 𝐬𝐢𝐧𝒙  

𝑓(𝑥)تابع  = sin 𝑥   یک تابع همواره متناوب است، ساحه تعریف آن تمام اعداد حقیف  و

,1−]ساحه قیمت آن   وال تعریف شده و گراف آن رسم می گردد.   [1+  اند که تابع درین انب 

 

𝑓(𝑥)گراف تابع   = 𝑐𝑜𝑠𝑥  

𝑓(𝑥)تابع  = cos 𝑥  ی یک تابع همواره متناوب است، ساحه تعریف آن تمام اعداد حقیف  و نبر

,1−]ساحه قیمت آن  وال ترسیم می گردد.    [1+  می باشد و گراف تابع درین انب 

 

یود و دامنه تابع  𝐬𝐢𝐧پبر 𝒙   و𝐜𝐨𝐬 𝒙  
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یود توابع   yپبر = a sin 𝑏𝑥  وy = a cos 𝑏𝑥  از رابطه
2𝜋

𝑏
𝑏طوری که   > باشد دریافت می   0

 دریافت می گردد.   |𝑎|شود و دامنه تابع از رابطه 

یود و دامنه تابع   𝑦مثال: پبر = −2 sin 4𝑥   .را دریافت نمائید 

 حل: 

2π

b
=
2𝜋

4
=
𝜋

2
یود        پبر

|𝑎| = |−2| =   دامنه      2

𝑦: گراف تابع 2مثال = 3 sin 2𝑥  وال ,0]را در انب  𝜋]   .ترسیم کنید 

یود تابع را دریافت می کنیم.  2حل  : در ابتداء دامنه و پبر

2𝜋

𝑏
=
2𝜋

2
= 𝜋  یود |𝑎|                پبر = |3| =  دامنه  3

 

𝒇(𝒙)گراف تابع  = 𝐭𝐚𝐧𝒙  

𝑦ناحیه تعریف تابع  = tan 𝑥  عبارت اند ازℝ− {𝑡, 𝑡 ∈ ℝ , 𝑡 = 𝑘𝜋 +
𝜋

2
و ناحیه قیمت  {

یود تابع تانجانت  اید است که پبر ی است  πآن تمام اعداد حقیف  اند. تانجنت یک تابع همواره مب 

 و  گراف آن قرار ذیل ترسیم می گردد.  

 

𝒇(𝒙)گراف تابع  = 𝒄𝒕𝒂𝒏 𝒙  

−ℝناحیه تعریف این تابع عبارت اند از  {𝑡, 𝑡 ∈ ℝ , 𝑡 = 𝑘𝜋 , 𝑘 ∈ ℤ}  و ناحیه قیمت آن

 تمام اعداد حقیف  اند.  

 

𝒇(𝒙)گراف تابع  = 𝐬𝐞𝐜𝒙  

secگراف تابع سیکینت معکوس گراف تابع کوساین است. یعنی  𝑥 =
1

cos𝑥
   

−ℝناحیه تعریف تابع سیکینت عبارت اند از   {𝑡: 𝑡 = (2𝑘 + 1)
𝜋

2
   ,   𝑘 ∈ ℤ}  و ناحیه

−ℝقیمت آن عبارت از   و1−] +  و گراف آن قرار ذیل ترسیم می گردد.    [1
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𝒇(𝒙)گراف تابع  = 𝐜𝐬𝐜 𝒙  

cscگراف تابع کوسیکینت معکوس تابع ساین است یعنی  𝑥 =
1

sin𝑥 
و گراف آن معکوس تابع  

 ساین می باشد. یعنی 

 

ر نسبت های مثلثابر زوایای مرکب    قوانیر

ب    فورمول های جمع و ضر

 نسبت های مثلثابر مجموع دو زاویه   ❖

sin (𝛼محاسبه  + 𝛽)  ،𝑐𝑜𝑠 (𝛼 + 𝛽)    وtan (𝛼 + 𝛽) 

 برای محاسبه نسبت های مثلثاب  فوق از فورمول های عمومی آنها استفاده می نمائیم. یعنی  

sin(𝛼 + 𝛽) = 𝑠𝑖𝑛𝛼 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝛽 + 𝑐𝑜𝑠𝛼 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝛽 

cos(𝛼 + 𝛽) = 𝑐𝑜𝑠𝛼 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝛽 − 𝑠𝑖𝑛𝛼 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝛽 

tan(𝛼 + 𝛽) =
𝑡𝑎𝑛𝛼 + 𝑡𝑎𝑛𝛽

1 − 𝑡𝑛𝛼 ∙ 𝑡𝑎𝑛𝛽
 

 را دریابید.  120: نسبت های مثلثاب  زاویه 1مثال

 : نظر به فورمول ساین، کوساین دو زاویه عمل می کنیم.  1حل

𝑠𝑖𝑛120 = sin(90 + 30) = 𝑠𝑖𝑛90 ∙ 𝑐𝑜𝑠30 + 𝑐𝑜𝑠90 ∙ 𝑠𝑖𝑛30  

                                              = 1 ∙
√3

2
+ 0 ∙

1

2
=
√3

2
+ 0 => 𝑠𝑖𝑛120 =

√3

2
 

𝑐𝑜𝑠120 = cos(90 + 30) = 𝑐𝑜𝑠90 ∙ 𝑐𝑜𝑠30 − 𝑠𝑖𝑛90 ∙ 𝑠𝑖𝑛30 

                                               = 0 ∙
√3

2
− 1 ∙

1

2
= 0 −

1

2
=> 𝑐𝑜𝑠120 = −

1

2
 

 نسبت های مثلثابر تفاضل دو زاویه  ❖

sin (𝛼محاسبه  − 𝛽)  ،𝑐𝑜𝑠 (𝛼 − 𝛽)    وtan (𝛼 − 𝛽) 

sin(𝛼 − 𝛽) = 𝑠𝑖𝑛𝛼 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝛽 − 𝑐𝑜𝑠𝛼 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝛽 

cos(𝛼 − 𝛽) = 𝑐𝑜𝑠𝛼 ∙ 𝑐𝑜𝑠𝛽 + 𝑠𝑖𝑛𝛼 ∙ 𝑠𝑖𝑛𝛽 

tan(𝛼 − 𝛽) =
𝑡𝑎𝑛𝛼 − 𝑡𝑎𝑛𝛽

1 + 𝑡𝑛𝛼 ∙ 𝑡𝑎𝑛𝛽
 

 را دریابید.   150: ساین 1مثال

 : 1حل

𝑠𝑖𝑛150 = sin(180 − 30) = 𝑠𝑖𝑛180 ∙ 𝑐𝑜𝑠30 − 𝑐𝑜𝑠180 ∙ 𝑠𝑖𝑛30 

                                                 = 0 ∙
√3

2
− (−1) ∙

1

2
= 0 +

1

2
=> 𝑠𝑖𝑛150 =

1

2
 

: کوساین 2مثال
𝜋

12
 را دریابید.   

 : 2حل
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cos
𝜋

12
= cos (

𝜋

4
−
𝜋

6
) = cos

𝜋

4
∙ cos

𝜋

6
+ sin

𝜋

4
∙ sin

𝜋

6
 

                                       =
√2

2
∙
√3

2
+
√2

2
∙
1

2
=
√6

4
+
√2

4
=

> cos
𝜋

12
=
√6 + √2

4
 

 فعالیت ها: 

 گراف تابع ساین و کوساین را در یک صفحه ترسیم کنید.  .1

یود تابع  .2 𝑦دامنه و پبر = −5 𝑠𝑖𝑛3𝑥   .را دریابید 

 را دریابید.  75نسبت های مثلثاب  زاویه  .3

نسبت های مثلثاب  زاویه   .4
5𝜋

12
 را دریابید.  

 :𝜶از جنس  𝟐𝜶نسبت های مثلثابر 

در بعضی موارد نسبت های مثلثاب  دوچند یک زاویه از جنس همان زاویه ما را در حل مسایل 

 مثلثاب  کمک می کند. بنا فورمول های آن را قرار ذیل مطالعه می نمائیم.  

sin 2𝛼 = sin(𝛼 + 𝛼) = sin α cos 𝛼 + cos 𝛼 sin 𝛼 = 2 sin 𝛼 cos 𝛼 

cos 2𝛼 = cos(𝛼 + 𝛼) = cos 𝛼 cos 𝛼 − sin 𝛼 sin 𝛼 = 𝑐𝑜𝑠2𝛼 − 𝑠𝑖𝑛2𝛼 

tan 2𝛼 = tan(𝛼 + 𝛼) =
tan𝛼 + tan𝛼

1 − 𝑡𝑎𝑛2𝛼
=

2 tan𝛼

1 − 𝑡𝑎𝑛2𝛼
 

ی کنید.  60درجه را از جنس   120مثال: نسبت های مثلثاب  زاویه زاویه    درجه تعیتر

 حل: 

sin 120 = sin 2 ∙ 60 = 2 sin 60 cos 60 = 2
√3

2
∙
1

2
=
√3

2
 

cos 120 =  𝑐𝑜𝑠260 − 𝑠𝑖𝑛260 =(
1

2
)
2

− (
√3

2
)

2

=
1

4
−
3

4
= −

1

2
 

tan 120 = tan 2 ∙ 60 =
2 tan 60

1 − 𝑡𝑎𝑛260
=

2 ∙ √3

1 − (√3)
2 = −√3 

 𝜶از جنس نسبت های مثلثابر  𝟑𝜶نسبت های مثلثابر 

sin 3𝛼 = 3 sin 𝛼 − 4𝑠𝑖𝑛3𝛼 

cos 3𝛼 = 4 𝑐𝑜𝑠3𝛼 − 3 cos 𝛼 

tan 3𝛼 =
3 tan𝛼 − 𝑡𝑎𝑛3𝛼

1 − 3𝑡𝑎𝑛2𝛼
 

sin: 1مثال  دریابید.   𝑠𝑖𝑛60را از جنس     180

 : 1حل

sin 180 = 3 sin 60 − 4 𝑠𝑖𝑛 360 = 3 
√3

2
− 4 (

√3

2
)

3

=
3√3

2
−
12√3

8
= 0 

sin 180 = 0 

cos:  2مثال cosرا از جنس  180  دریافت نمائید.  60

 : 2حل

cos 180 = 4 𝑐𝑜𝑠360 − 3 cos 60 =4 (
1

2
)
3

− 3
1

2
=
4

8
−
3

2
= −1 

tan: قیمت 3مثال tanرا از جنس    135  دریافت نمائید.   45

 : 3حل

tan 3𝛼 = =
3 tan 45 − 𝑡𝑎𝑛345

1 − 3 𝑡𝑎𝑛245
=
3 ∙ 1 − (1)3

1 − 3 (1)2
=

3 − 1

1 − 3 ∙ 1
= −1 

 فعالیت ها: 

 درجه دریافت نمائید.  30را از جنس تانجانت  90تانجانت  •

 درجه دریافت نمائید.   45درجه را از جنس ساین  135ساین  •

 درجه دریافت نمائید.  90درجه را از جنس کوساین  270کوساین  •

 

ب   تبدیل مجموع و تفاضل نسبت های مثلثاب  زوایا به شکل حاصل ضی
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بر در 
با استفاده از نسبت های مثلثاب  مجموع و تفاضل دو زاویه فورمول های تحویل ضی

 مثلثات قرار ذیل دریافت می شود.  

 مجموع و تفاضل ساین های دو زاویه عبارت اند از: 

𝑠𝑖𝑛𝛼 + 𝑠𝑖𝑛𝛽 = 2 sin
𝛼 + 𝛽

2
cos

𝛼 − 𝛽

2
 

𝑠𝑖𝑛𝛼 − 𝑠𝑖𝑛𝛽 = 2 cos
𝛼 + 𝛽

2
sin
𝛼 − 𝛽

2
 

 مجموع و تفاضل کوساین های دو زاویه عبارت اند از: 

cos 𝛼 + cos 𝛽 = 2 cos
𝛼 + 𝛽

2
cos

𝛼 − 𝛽

2
 

cos 𝛼 − cos 𝛽 = −2 sin
𝛼 + 𝛽

2
sin
𝛼 − 𝛽

2
 

 مجموع و تفاضل تانجنت های دو زاویه قرار ذیل دریافت می گردد.  

tan𝛼 + tan𝛽 =
sin(𝛼 + 𝛽)

cos 𝛼 cos 𝛽
 

tan𝛼 − tan𝛽 =
sin(𝛼 − 𝛽)

cos 𝛼 cos 𝛽
 

مثال: نشان دهید که 
sin 70+sin30

cos 70+cos30
= 𝑡𝑎𝑛50  .است 

 حل: 

sin 70 + sin 30

cos 70 + cos 30
=
2 sin

70 + 30
2

cos
70 − 30
2 

2 cos
70 + 30
2

cos
70 − 30
2 

=
2 sin 50 cos 20

2 cos 50 cos 20
= tan 50 

ب نسبت های مثلثابر زوایا به مجموع و تفاضل   تبدیل حاصل ضر

ی می توان از رابطه عمومی نسبت های مثلثاب  مجموع  ب به جمع و تفاضل را نبر تبدیل حاصل ضی

 و تفاضل دو زاویه دریافت نمود. این روابط عبارت اند از.  

sin 𝐴 ∙ cos 𝐵 =
1

2
[sin(𝐴 + 𝐵) + cos(𝐴 − 𝐵)]  

cos 𝐴 ∙ sin𝐵 =
1

2
[sin(𝐴 + 𝐵) − sin(𝐴 − 𝐵)]  

cos 𝐴 ∙ cos𝐵 =
1

2
[cos(𝐴 + 𝐵) + cos(𝐴 − 𝐵)] 

sin 𝐴 ∙ sin 𝐵 = −
1

2
[cos(𝐴 + 𝐵) − cos(𝐴 − 𝐵)] 

: نشان دهید که 1مثال
sin 8𝑥+sin5𝑥+sin 2𝑥

cos 8𝑥+cos5𝑥+cos2𝑥
= tan5𝑥  .است 

بر داریم که: 1حل
 :  با استفاده از فورمول های تحویل ضی

sin 8𝑥 + sin 5𝑥 + sin 2𝑥

cos 8𝑥 + cos 5𝑥 + cos 2𝑥
=
2 sin

8𝑥 + 2𝑥
2

cos
8𝑥 − 2𝑥
2

+ sin 5𝑥

2 cos
8𝑥 + 2𝑥
2

cos
8𝑥 − 2𝑥
2

+ cos 5𝑥
 

 

=
2 sin 5𝑥 cos 3𝑥 + sin 5𝑥

2 cos 5𝑥 cos 3𝑥 + cos 5𝑥
=
sin 5𝑥(2 𝑐𝑜𝑠 3𝑥 + 1)

cos 5𝑥(2 cos 3𝑥 + 1) 
= tan 5𝑥 

 : 2مثال

cos 75 − cos 15

= −2 sin
75 + 15

2
sin
75 − 15

2
= −2 sin 45 sin 30 = −

√2

2
 

 طول قوس  

 249صفحه: 

و محیط دایره   𝐿برابر با   θو طول قوس مقابل زاویه   𝑅و شعاع دایره   𝜃0اگر اندازه یک قوس  

 باشد، پس داریم که.  𝐶برابر با 

𝐿

𝜃0
=
𝐶

360
=>

𝐿

𝜃0
=
2𝜋𝑅

360
=> 𝐿 = 𝜋𝑅

𝜃0

180
 

درجه قرار دارد دریابید اگر شعاع دایره  45مثال: طول قوس زاویه را که در مقابل زاویه مرکزی 

14𝑐𝑚  .باشد 
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 دریافت می گردد. حل: با استفاده از فورمول بالا قیمت ها را وضع می کنیم طول قوس 

𝐿 = 𝜋𝑅
𝜃0

180
= 𝜋 ∙ 14𝑐𝑚

45

180
=
14

4
𝜋 𝑐𝑚 ≈

14

4
∙
22

7
𝑐𝑚 = 11𝑐𝑚 

𝐿 = 11𝑐𝑚  

 قطاع دایره:  

قسمت سطح دایره که توسط دو شعاع و یک قوس احاطه شده باشد را بنام قطاع دایره یاد می 

 کند.  

 مساحت قطاع دایره از رابطه ذیل بدست می آید. 

𝑆 =
1

2
𝑅2 𝜃 

𝜃باشد مساحت قطاع دایره را دریابید در صورت که  10𝑐𝑚مثال: اگر شعاع یک دایره   = 90 

 درجه باشد. 

 

 حل: 

𝑆 =
1

2
𝑅2 𝜃 =

1

2
(10𝑐𝑚)2 ∙ 90 = 4500𝑐𝑚2 

 یا از جنس رادیان داریم که

𝑆 =
1

2
𝑅2 𝜃 =

1

2
(10𝑐𝑚)2 ∙

𝜋

2
= 25𝜋𝑐𝑚2 

 قطعه دایره: 

قسمت از دایره که توسط یک وتر و یک قوس جدا گردد، بنام قطعه دایره یاد می گردد. و  

 مساحت قطعه دایره از رابطه ذیل دریافت می گردد.  

𝑆 قطعه =
1

2
𝑅2(𝜃 − sin 𝜃)  

𝑅مثال: مساحت قطعه دایره را دریابید که  = 12𝑐𝑚    و اندازه قوس آن𝐴𝐵̂ =  باشد.  600

 حل: 

𝑆 قطعه =
1

2
𝑅2(𝜃

− sin 𝜃) =
1

2
(12𝑐𝑚)2(60 − sin 60) =

144𝑐𝑚2

2
 (60 −

√3

2
)  

𝑆 قطعه = 72(60 −
√3

2
)𝑐𝑚2. 

ر این دو ضلع   مساحت مثلث از جنس دو ضلع و زاویه بیر

ی این دو ضلع برابر معلوم باشد، مساحت مثلث از فورمول ذیل   اگر اندازه دو ضلع و زاویه بتر

 دریافت می گردد.  

 

𝑆𝐴𝐵𝐶 = 𝑏 ∙ 𝑐 ∙ sin 𝐴 

𝑎مثال: مساحت مثلنی را دریابید که طول دو ضلع آن به ترتیب   = 3.5𝑐𝑚  و𝑏 = 6𝑐𝑚   و

ی آن   𝐵زاویه بتر =  باشد.  47.5°

 حل: 

𝑆𝐴𝐵𝐶 = 𝑏 ∙ 𝑐 ∙ sin 𝐴 => 𝑆 = 3.5 𝑐𝑚 ∙ 6𝑐𝑚 ∙ sin 47.5° 

𝑆 = 𝑆 = 3.5 𝑐𝑚 ∙ 6𝑐𝑚 ∙ 0.73 ≈ 7.74𝑐𝑚2 

𝑎: مساحت مثلنی را دریابید که طول دو ضلع آن به ترتیب 2مثال = 8𝑐𝑚    و𝑏 = 13𝑐𝑚 

ی این دو ضلع    باشد.   °130بوده و زاویه بتر

 : 2حل

𝑆 = 8𝑐𝑚 ∙ 13𝑐𝑚 ∙ sin 130 =8𝑐𝑚 ∙ 13𝑐𝑚 ∙ 0.766 = 39.8𝑐𝑚2 
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ون )مساحت مثلث از روی سه ضلع آن(    فورمول هبر

یم. اگر  𝑐و   𝑎  ،𝑏یک مثلث کیفی که اضلاع آن  نصف محیط مثلث  𝑝باشد را در نظر می گبر

𝑝)یعنی  =
𝑎+𝑏+𝑐

2
 باشد، درین صورت مساحت مثلث عبارت اند از.   (

𝑆 = √𝑃(𝑃 − 𝑎)(𝑃 − 𝑏)(𝑃 − 𝑐) 

𝑎مثال: مساحت مثلنی را دریابید که طول اضلاع آن به ترتیب  = 5𝑐𝑚  ،𝑏 = 4𝑐𝑚   و𝐶 =

3𝑐𝑚  .باشد 

 حل: 

𝑝 =
3 + 4 + 5

2
=
12

2
= 6𝑐𝑚 

𝑆 = √𝑃(𝑃 − 𝑎)(𝑃 − 𝑏)(𝑃 − 𝑐) 

𝑆 = √6(6 − 5)(6 − 4)(6 − 3) = √6 ∙ 1 ∙ 2 ∙ 3 = √36 = 6𝑐𝑚2 

 شعاع دایره محیطی یک مثلث 

دایره محیطی دایره است که مثلث در داخل دایره قرار داشته باشد، و دایره با هرسه راس مثلث 

 مماس بوده و مرکز دایره محیطی نقطه تقاطع هر سه ناصف عمودی اضلاع مثلث می باشد. 

 شعاع دایره محیطی از رابطه ذیل دریافت می گردد.  

 

را دریافت نمائید طوریکه اضلاع مثلث به ترییب  𝐴𝐵𝐶شعاع دایره محیطی در مثلث  : 1مثال

𝑎 = 11𝑐𝑚   و𝑏 = 12𝑐𝑚  و𝑐 = 13𝑐𝑚  .باشد 

 :  1حل

𝑃 =
𝑎 + 𝑏 + 𝑐

2
=
11𝑐𝑚 + 12𝑐𝑚 + 13𝑐𝑚

2
= 18𝑐𝑚 

𝑆 = √𝑃(𝑃 − 𝑎)(𝑃 − 𝑏)(𝑃 − 𝑐) = √18 ∙ 7 ∙ 6 ∙ 5 = 61.48𝑐𝑚2 

𝑅 =
𝑎𝑏𝑐

4𝑆
=
11 ∙ 12 ∙ 13

4(61,48)
= 6.98𝑐𝑚 => 𝑅 = 6.98𝑐𝑚  

𝑎: شعاع دایره محیطی مثلنی را دریابید که اضلاع آن به ترتیب 2مثال = 3𝑐𝑚   ،𝑏 = 5𝑐𝑚 و 

 𝑐 = 6𝑐𝑚  .باشد 

 : 2حل

𝑅 =
𝑎𝑏𝑐

4𝑆
=

3 ∙ 5 ∙ 6

4 ∙ √7 ∙ 4 ∙ 2 ∙ 1
=

90

4√56
≈ 3𝑐𝑚 => 𝑅 ≈ 3𝑐𝑚  

 شعاع دایره محاطی مثلث 

دایره محاطی یک مثلث عبارت از دایره ی است که دایره در داخل مثلث واقع بوده و دایره در 

داخل مثلث با سه ضلع مثلث مماس بوده، مرکز دایره محاطی تقاطع هر سه ناصف الزاویه 

 مثلث باشد. 

 شعاع دایره محاطی از رابطه ذیل دریافت می گردد.  

𝑟 =
𝑠

𝑝
 

و  7𝑐𝑚   ،8𝑐𝑚مثال: شعاع دایره محاطی مثلث را دریافت نمائید طوری که اضلاع آن به ترتیب 

 9𝑐𝑚  .باشد 

 حل: 

𝑟 =
𝑠

𝑝
=
√12 ∙ 5 ∙ 4 ∙ 3

12𝑐𝑚
=
28.83𝑐𝑚2

12𝑐𝑚
≈ 2.23𝑐𝑚 

 اعداد موهومی 

1−√جذر اعداد منفی با درجه جفت را بنام اعداد موهومی می نامند که علامه عدد موهومی   =

𝑖   .اند 

𝑅 =
𝑎𝑏𝑐

4𝑠
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 را دریافت نمائید.   16−√: جذر  1مثال

 : 1حل

√−16 = √16(−1) = √16 ∙ √−1 = √16 ∙ 𝑖 = ±4𝑖 

 را دریافت کنید.   5−√: جذر  2مثال

 : 2حل

√−5 = √5(−1) = √5 ∙ √−1 = ±√5 ∙ 𝑖 

   𝒊توان های  

یم نتیجه آن همیشه یکی از اعداد  (𝑖)اگر سمبول اعداد موهومی یعنی   را به توان اعداد بالاببر

{−1 , −𝑖 , +1 , +𝑖}   .خواهد بود 

𝑖2 = (√−1)
2
= −1 

𝑖3 = 𝑖 ∙ 𝑖2 = 𝑖 ∙ (√−1)
2
= 𝑖 ∙ 1 = −𝑖 

𝑖4 = 𝑖2 ∙ 𝑖2 = (√−1)
2
(√−1)

2
= 1 

𝑖5 = 𝑖 ∙ 𝑖2 ∙ 𝑖2 = 𝑖 ∙ (√−1)
2
∙ (√−1)

2
= 𝑖 

ب مقسوم علیه + باف   𝑖اگر توان   زیاد باشد آنرا بر چهار تقسیم نموده به شکل جارج قسمت ضی

یم.   مانده میگبر

 را دریابید.   𝑖1998مثال:  

 تقسیم می کنیم.  4را بالای   1998یعنی عدد  𝑖حل: توان 

1998 ÷ 4 =  2 باف   میماند  499

𝑖1998 = 𝑖4∙499 ∙ 𝑖2 = (𝑖4)499 ∙ −1 = 1499 ∙ −1 = 1 ∙ (−1) = −1 

 عملیه های چهارگانه در اعداد موهومی 

 عملیه جمع: حاصل جمع دو عدد موهومی یک عدد موهومی است.  ❖

 را دریابید.  8𝑖و   7𝑖مثال: حاصل جمع  

 حل: 

7𝑖 + 8𝑖 = 15𝑖 

ی یک عدد موهومی اند.   ❖  عملیه تفریق: حاصل تفریق دو عدد موهومی نبر

12𝑖مثال: حاصل تفریق  − 7𝑖  .را دریابید 

 حل: 

12𝑖 − 7𝑖 = 5𝑖 

ب دو عدد موهومی یک عدد حقیف  اند.  ❖ ب: حاصل ضی  عملیه ضی

ب    را دریابید.  3𝑖و   5𝑖مثال: حاصل ضی

 حل: 

(3𝑖)(5𝑖) = 3 ∙ 5 ∙ 𝑖2 = 15 ∙ (−1) = −15 

 عملیه تقسیم: حاصل تقسیم دو عدد موهومی یک عدد حقیف  اند.   ❖

مثال: حاصل تقسیم های 
√13𝑖

√3𝑖
و   

12𝑖

6𝑖
 را دریافت کنید.   

 حل: 

√13𝑖

√3𝑖
=
√13

√3
 

12𝑖

6𝑖
=
12

6
= 2 

 جمع و تفریق اعداد مختلط

 قرار است درین درس مفاهیم ذیل را بخوانیم 
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 :  اهداف آموزسیر

 خواهد بود تادرختم این بخش شاگردان قادر 

 اعداد مختلط را جمع و تفریق کرده بتوانند.  ❖

 مزدوج اعداد مختلط را دریافت نموده و آنرا عملیه بتوانند.   ❖

 اعداد مختلط را جمع و تفریق کرده بتوانند.   ❖

 سوالات مربوط به اعداد مختلط را حل کرده بتوانند.   ❖

: شاگردان مکلف اند تا به صورت دقیق این بخش را مطالعه و یک یا دو سوال جاننر از ماموریت

ین شکل ممکن این بخش را به یاد بسپارند.   هر موضوع کار نمایند، تا بتوانند به بهب 

دو عدد مختلط زمابی باهم مساوی است که قسمت های حقیف  و   تساوی اعداد مختلط: 

 موهومی آنها باهم مساوی باشد یعنی 

𝑧1 = 𝑎1 + 𝑏1𝑖                          𝑧2 = 𝑎2 + 𝑏2𝑖 

𝑎1اعداد فوق مساوی است اگر   = 𝑎2  و𝑏1 = 𝑏2   .باشد 

𝑧1مثال: اگر اعداد   = 𝑥 + 2𝑦𝑖  و عدد𝑧2 = 2 − 5𝑖   باهم مساوی باشد، قیمت𝑥  و𝑦  را

 دریافت نمائید.  

: برای انجام عملیه جمع اعداد مختلط، قسمت های حقیف  را جدا و  عملیه جمع اعداد مختلط

قسمت های موهومی را جدا جمع می کنیم. حاصل جمع دو عدد مختلط یک عدد مختلط  

 است. 

{
𝑧1 = 𝑎1 + 𝑏1𝑖
𝑧2 = 𝑎2 + 𝑏2𝑖

=> 𝑧1 + 𝑧2 = (𝑎1 + 𝑎2) + (𝑏1 + 𝑏2)𝑖 

 مثال:  

{
𝑧1 = 6 + 2𝑖
𝑧2 = −4 + 5𝑖

=> 𝑧1 + 𝑧2 = (6 − 4) + (2 + 5)𝑖 = 2 + 7𝑖 

برای تفریق اعداد مختلط، قسمت های حقیف  جدا و قسمت   تفریق اعداد مختلط: عملیه 

 های موهومی جدا تفریق می شود. طوریکه تفریق اعداد مختلط بازهم یک عدد مختلط است.  

{
𝑧1 = 𝑎1 + 𝑏1𝑖
𝑧2 = 𝑎2 + 𝑏2𝑖

=> 𝑧1 − 𝑧2 = (𝑎1 − 𝑎2) + (𝑏1 − 𝑏2)𝑖 

 مثال:  

{
𝑧1 = 12 + 3𝑖
𝑧2 = 7 + 5𝑖

=> 𝑧1 + 𝑧2 = (12 − 7) + (3 − 5)𝑖 = 5 − 2𝑖 

ب اعداد مختلط:  ب بینوم در بینوم استفاده   عملیه ضر ب دو عدد مختلط از قانون ضی برای ضی

𝑖2می کنیم و با در نظر داشت  =  داریم که.  1−

{
𝑧1 = 𝑎1 + 𝑏1𝑖
𝑧2 = 𝑎2 + 𝑏2𝑖

=> 𝑧1 ∙ 𝑧2 = (𝑎1 + 𝑏1𝑖) ∙ (𝑎2 + 𝑏2𝑖) 

=> 𝑎1𝑎2 + 𝑎1𝑏2𝑖 + 𝑏1𝑎2𝑖 + 𝑏1𝑏2𝑖
2 = (𝑎1𝑎2 − 𝑏1𝑏2) + (𝑎1𝑏2 + 𝑏1𝑎2)𝑖 

𝑧1 ∙ 𝑧2 = (𝑎1𝑎2 − 𝑏1𝑏2) + (𝑏1𝑎2 + 𝑏1𝑎2)𝑖 

ب   5)مثال: حاصل ضی − 4𝑖)7)و − 2𝑖)   .را دریافت نمائید 

 حل: 

(5 − 4𝑖) ∙ (7 − 2𝑖) = (35 − 8) + (−10 − 28) = −38 

برای دریافت مزدوج یک عدد مختلط، علامه قسمت موهومی آنرا   مزدوج یک عدد مختلط: 

 نشان می دهیم.   𝑧̅تغیبر می دهیم. و آنرا به 

جمع و تفریق اعداد مختلط

ضرب اعداد مختلط

مزدوج اعداد مختلط

تقسیم اعداد مختلط

حل سیستم معادلات خطی درجه دوم توسط اعداد مختلط

سیستم کمیات وضعیه

.دریافت کمیات وضعیه خط که توسط یک نقطه به دو بخش تقسیم می شود



Page 28 of 47 

 

𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖
           مزدوج        
→        𝑧̅ = 𝑎 − 𝑏𝑖 

𝑧مثال: مزدوج عدد  = 3 + 7𝑖  .را دریافت نمائید 

 حل: 

𝑧 = 3 + 7𝑖
   مزدوج    
→    𝑧̅ = 3 − 7𝑖 

بر عدد مختلط:  بر عدد  معکوس ضر
𝑎)معکوس ضی + 𝑏𝑖) عبارت اند از 

(
𝑎

𝑎2 + 𝑏2
−

𝑏

𝑎2 + 𝑏2
𝑖) 

بر عدد 
4مثال: معکوس ضی + 7𝑖   .را دریافت نمائید 

 حل: 

4 + 7𝑖
بر    

    معکوس  ضی
→           (

4

16 + 49
−

7

16 + 49
𝑖) =

4

65
−
7

65
𝑖 

یم و صورت و  عملیه تقسیم اعداد مختلط:  برای تقسیم اعداد مختلط از مزدوج آن کمک می گبر

ب در مزدوج مخرج می کنیم.    مخرج را ضی

𝑎 + 𝑏𝑖

𝑐 + 𝑑𝑖
=>

𝑎 + 𝑏𝑖

𝑐 + 𝑑𝑖
∙
𝑐 − 𝑑𝑖

𝑐 − 𝑑𝑖
 

=
(𝑎 + 𝑏𝑖)(𝑐 + 𝑑𝑖)

𝑐2 + 𝑑2
=
𝑎𝑐 + (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)𝑖 − 𝑏𝑑𝑖

𝑐2 + 𝑑2
 

مثال: عملیه تقسیم 
2−3𝑖

5+7𝑖
 را انجام دهید.   

 حل: 

2 − 3𝑖

5 + 7𝑖
=>

2 − 3𝑖

5 + 7𝑖
∙
5 − 7𝑖

5 − 7𝑖
=
(2 − 3𝑖)(5 − 7𝑖)

52 + 72
 

=
10 − 14𝑖 − 15𝑖 + 21𝑖2

25 + 49
=
−11 − 29𝑖

74
 

 حل معادله های درجه دوم یک مجهوله در ساحه اعداد مختلط: 

𝑎𝑥2شکل عمومی معادله درجه دوم   + 𝑏𝑥 + 𝑐 = ی ساحه حل آن، قیمت   0 است، برای یافت 

=∆دلتا  𝑏2 − 4𝑎𝑐  .را دریافت می نمائیم که نظر به قیمت دلتا سه حالت دارد 

o  اگر قیمت دلتا بزرگ از صفر باشد(∆>  معادله در ساحه اعداد حقیف  دو حل دارد.  (0

o   اگر قیمت دلتا مساوی به صفر باشد(∆=  معادله یک حل مضاعف دارد.  (0

o  ،اگر قیمت دلتا کوچک از فر گردد(∆< معادله در ساحه حقیف  حل دارد بلکه حل   (0

 موهومی دارد. این حل را می توان با استفاده از اعداد مختلط دریافت نمود.  

3𝑥2مثال: معادله دوم مجهوله درجه دوم   + 2𝑥 + 2 =  را دریافت نمائید.   0

 حل: در قدم نخست قیمت دلتا را دریافت می نمائیم. 

∆= 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = 22 − 4 ∙ 3 ∙ 2 = 4 − 24 = −20 => ∆= −20 < 0 

دیده می شود که قیمت دلتا از صفر کوچکب  است، پس حل موهومی دارد. برای دریافت حل آن 

 از فورمول خوارزمی استفاده می کنیم.  

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0 

𝑥1,2 =
−𝑏 ± √∆

2𝑎
 

3𝑥2 + 2𝑥 + 2 = 0 

𝑥1,2 =
−𝑏 ± √∆

2𝑎
= 𝑥1,2 =

−2 ± √−20

6
=
−2 ± 2√5𝑖

6
 

𝑥1,2 =
−2 ± 2√5𝑖

6
=>

{
 
 

 
 
𝑥1 =

−2 + 2√5𝑖

6
=
−1 + √5𝑖

3

𝑥2 =
−2 − 2√5𝑖

6
=
−1 − √5𝑖

3

 

 فعالیت ها: 

 گراف عدد مختلط در سیستم کمیات وضعیه را ترسیم کنید.  ✓

 عملیه های اساسی چهار گانه در اعداد مختلط را تعریف نمائید.  ✓

 مزدوج عدد مختلط چیست؟ ✓

3مزدوج عدد  ✓ − 7𝑖  .را بنویسید 

2عملیه های اساسی چهارگانه را در اعداد  ✓ + 9𝑖  7و − 3𝑖  .انجام دهید 

از هر عملیه یک یک مثال ایجاد نموده کار نمائید، درست بودن آن را با نتایج بالا مقایسه  ✓

 کنید.  

𝑦2معادله دومجهوله درجه دوم  ✓ − 5𝑦 + 9 =  را حل نمائید.   0



Page 29 of 47 

 

 سیستم کمیات وضعیه 

سیستم کمیات وضعیه قایم از دو خط مستقیم عمود بر هم تشککیل گردیده است که یک 

چهار بخش تقسیم می نماید، درین مستوی محور افف  را بنام محور فاصله یا محور مستوی را به 

یاد می گردد. که نقطه  (𝑌)( و محور عمودی را بنام  محور ترتیب یا محور  Xقیمت یا محور )

 تقاطع محورات را بنام مبداء کمیات وضعیه یاد می شود.  

 

 

 

 

 

 

 دریافت موقعیت نقطه بر روی سیستم کیمیات وضعیه 

,𝑥)هر نقطه در سیستم کمیات وضعیه یک جوره مرتب   𝑦)   است که آنرا به نام مختصات یک

,𝑃(𝑥نقطه یاد می نماید و به شکل  𝑦)   .نشان می دهد 

 را روی سیستم کمیات وضعیه نشان دهید.   𝑃(−3,1)و  𝑃(2,4)مثال: موقیع نقطه 

 حل: 

 

 

 

 

ر دو نقطه  فاصله بیر

ی دو نقطه از فورمول ذیل استفاده می نمائیم.    برای دریافت فاصله بتر

𝑑 = √(𝑥2 − 𝑥1)
2 + (𝑦2 − 𝑦1)

2 

ی نقاط 1مثال  را بدست آورید.   𝐵(6,5)و  𝐴(3,4): فاصله بتر

 : 1حل

𝑑(𝐴𝐵) = √(6 − 3)2 + (5 − 4)2 = √32 + 12 = √9 + 1 = √10 

ی کنید که طول قطعه خطی که از نقاط   𝑘: قیمت 2مثال ,𝑃2(5𝑘را طوری تعیتر   𝑃1(1,3)و  (4

 باشد.  𝑘برابر  5می گذرد 

 : 2حل

𝑃1𝑃2̅̅ ̅̅ ̅̅ = √(𝑥2 − 𝑥1)
2 + (𝑦2 − 𝑦1)

2 = √(5𝑘 − 1)2 + (4 − 3)2 

= √25𝑘2 − 10𝑘 + 2 => 25𝑘2 = 25𝑘2 − 10𝑘 + 2 => −10𝑘 = −2 

=> 𝑘 =
1

5
 

ر تقسیم می کند.    مختصات نقطه بی که یک قطعه خط را به نسبت معییر

,𝑃(𝑥برای بدست آوردن موقعیت نقطه  𝑦)   که قطعه خط𝑃1𝑃2  را به نسبت مشخص تقسیم

 نموده از رابطه ذیل استفاده می کنیم.  

𝑥 =
𝑥1 + 𝑟𝑥2
1 + 𝑟

       ,       𝑦 =
𝑥2 + 𝑟𝑦2
1 + 𝑟

 

 نکته: 

o  اگر نقطه𝑃   خط𝑃1𝑃2  به یک نسبت تقسیم کند، درین صورت 
ّ
𝑟را داخلا >  است.   0

o اگر نقطه𝑃   خط𝑃1𝑃2   ی تقسیم کند در این صورت  به یک نسبت معتر
ُ
𝑟را خارجا < 0 

 است. 

o   هرگاه𝑃   )نقطه وسطی )نقطه تنصیف𝑃1𝑃2   باشد درین صورت𝑟 = شده و پس   0

 عبارت اند از.   𝑃مختصات نقطه 

𝑥 =
𝑥1 + 𝑥2
2

       ,        𝑦 =
𝑦1 + 𝑦2
2

 

,𝑃(𝑥: هرگاه نقطه 1مثال 𝑦)  قطعه خط را که از نقاط𝑃1(3, می گذرد را به  𝑃2(−2,1)و  (4−

𝑟نسبت  = −
8

3
 را دریافت نمائید.   𝑃تقسیم نمائید، کمیات وضعیه نقطه  

 : 1حل

𝑌 

𝑋 

 ناحیه اول 

𝑥 > 0 , 𝑦 > 0  

 ناحیه دوم  

𝑥 < 0  , 𝑦 > 0 

 ناحیه سوم 

𝑥 < 0    𝑦 < 0 

 ناحیه چهارم 

𝑥 > 0 , 𝑦 < 0 

𝑃(2,4)  

𝑃(−3,1) 
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𝑥 =
𝑥1 + 𝑟𝑥2
1 + 𝑟

=
−2 + (−

8
3
) (3)

1 + (−
8
3
)

=
−2 − 8

−
5
3

= 6 => 𝑥 = 6 

𝑦 =
𝑥2 + 𝑟𝑦2
1 + 𝑟

=
1 + (−

8
3
) (−4)

1 + (−
8
3
)

=
1 +

32
3

−
5
3

= −7 => 𝑦 = −7 

=> 𝑃(6,−7) 

است، موقعیت مرکز آن را  𝐵(2,6)و  𝐴(4,10): کمیات وضعیه انجام هقطر یک دایره  2مثال

 دریافت نمائید.  

 حل: 

𝑥 =
𝑥1 + 𝑥2
2

=
4 + 2

2
=
6

2
= 3 => 𝑥 = 3 

𝑦 =
𝑦1 + 𝑦2
2

=
10 + 6

2
=
16

2
= 8 => 𝑦 = 8 

=> 𝑂(3,8) 

 فعالیت ها: 

 سیستم کمیات وضعیه را ترسیم نمائید.  ❖

را روی سیستم کمیات وضعیه را  𝐶(−1,−1)و   𝐵(−3,7)و  𝐴(2,6)موقعیت نقاط  ❖

 ترسیم نمائید. 

ی نقاط  ❖  را دریافت نمائید.  𝑁(3,7)و   𝑀(−3,8)فاصله بتر

ی نمائید که طول قطعه خط  𝑚قیمت   ❖   5به اندازه  𝑃2(𝑚,−1)و   𝑃1(−1,3)را طوری تعیتر

 واحد باشد.  

 و 𝐴(−8,4)را دریابید، در صورتکه خط مستقیم که ارتباط  𝑃کمیات وضعیه نقطه  ❖

𝐵(2,−4)  به نسبت 
ُ
 و خارجا

ُ
عبور کند و داخلا

2

3
 تقسیم کند.   

 آنچه قرار است درین بخش بخوانیم

 

  :  در پایان این درس شاگران قادر گردد:  اهداف آموزسیر

 مفاهیم خط مستقیم و میل خط مستقیم را درک کنند.  ✓

 مستقیم را دانسته و آنرا تشکیل داده بتوانند. معادله خط  ✓

 معادله نورمال خط مستقیم را بدانند و آنرا ترسیم کرده بتوانند.  ✓

 نقطه و فاصله یک نقطه از خط مستقیم را دریافت کرده بتوانند.  ✓

 دایره را تعریف و شکل آنرا ترسیم بتوانند.   ✓

ی خط و دایره و حالات یک مستقیم با دایره را بدانند.   ✓  رابطه بتر

 میل یک خط مستقیم  

میل در لغت به معنی نشینر را گویند و خط مستقیم که با افق زاویه حاده یا منفرجه را بسازد آنرا 

 خط مایل گویند، پس این خط مستقیم دارای میل است. 

می سازد. یعنی  𝑥میل یک خط مستقیم عبارت از تانجانت زاویه است که خط مستقیم با محور 

𝑚 = 𝑡𝑎𝑛𝜃  

 به شکل ذیل توجه کنید. 

 

 

 

میل یک 
خط مستقیم

دایره 

فاصله  یک 
نقطه از 
یک خط 

معادله 
نورمال یک 
خط مستقیم

معادله یک 
خط مستقیم

حالات یک 
خط با 
دایره 

𝜃 𝑥 

𝑦 



Page 31 of 47 

 

,𝐴(𝑥1اگر مختصات انجام های یک خط مستقیم به ترتیب   𝑦1)   و𝐵 = (𝑥2 , 𝑦2)  ،باشد

 درین صورت میل خط مستقیم از رابطه ذیل دریافت می گردد. 

𝑚 =
𝑦2 − 𝑦2
𝑥2 − 𝑥1

 

و           𝐴(6,4)مثال: میل خط مستقیم را دریافت نمائید که مختصات انجام های به ترتیب  

𝐵 =  باشد.  (3,1−)

 حل: 

𝑚 =
𝑦2 − 𝑦2
𝑥2 − 𝑥1

=
4 − 1

6 − (−3)
=

3

6 + 3
=
3

9
=> 𝑚 =

1

3
 

 معادله یک خط مستقیم 

ی یک معادله دو مجهوله درجه یک است که به شکل ذیل  معادله هر خط مستقیم از نظر الجبر

 ارائه می شود.  

𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶 = 0 

مجهول  𝑦و   𝑥اعداد ثابت و  𝐶و  𝐴   ،𝐵عمومی یک خط مستقیم است. که  معادله فوق معادله

 ها می باشد.  

 باشد.   𝒙معادله خط مستقیم که موازی با محور   .1

فاصله های مساوی دارند یا به  𝑋واقع باشند از محور  𝑙تمام نقاط که بالای خط مستقیم 

واقع باشند باهم  𝑋تمام نقاط که بالای خط مستقیم موازی با محور  𝑦عبارت دیگر مختصه  

ی محور  باشد، درین صورت معادله خط عبارت  𝑏به اندازه   𝑙و خط   𝑋موازی اند.  اگر فاصله بتر

𝑦اند از.  = 𝑏   

 موازی باشد را دریابید.  𝑋می گذرد و با محور   𝑃(2,3)مثال: معادله خط مستقیم که از نقطه 

 حل: 

𝑦 = 3 

 باشد.   𝒚معادله خط مستقیم که  موازی با محور   .2

  ∆باشد، درین صورت معادله خط مستقیم   𝑐به اندازه  𝑦از محور   ∆اگر فاصله خط مستقیم  

 عبارت اند از.  

𝑥 = 𝑐 

 موازی اند را بنویسید.  𝑦می گذرد  و با محور   𝑃(2,3)مثال: معادله خط مستقیم که از نقطه 

𝑥 = 2 

 معادله معیاری خط مستقیم  .3

,𝑃(𝑥معلوم باشد، اگر   𝑦معادله خط مستقیم است که میل و نقطه تقاطع آن با محور  𝑦)   یک

,𝐶(0باشد و  𝐿نقطه خط مستقیم  𝑏)  نقطه تقاطع این خط مستقیم با محور𝑌  باشد درین

 عبارت اند از.   𝐿صورت میل خط مستقیم  

 

𝑚 =
𝑦−𝑏

𝑥−0
=
𝑦−𝑏

𝑥
 

𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑏   ,    𝑦 − 𝑏 = 𝑚𝑥 

 

 

 

𝑚مثال: معادله خط مستقیم را دریابید که میل   = 𝑏را در نقطه  𝑦و محور  2 =  قطع نماید.  5

 حل: 

𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑏    => 𝑦 = 2𝑥 + 5 

𝑚: معادله خط مستقیم که میل 2مثال =
4

3
𝑏را در نقطه  𝑦باشد و محور   = قطع می کند  6−

 بنویسید.  

 : 2حل

𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑏 

𝑦 =
4

3
𝑥 − 6 

 معادله خط مستقیم که میل و یک نقطه آن معلوم باشد.  .4

𝑃(𝑥, 𝑦) 

𝐶(0, 𝑏) 
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,𝑄(𝑥1و از نقطه  𝑚که میل آن    𝑙معادله خط   𝑦1)  .می گذرد 

 

 

 

 

 

𝑚 =
𝑦 − 𝑦1
𝑥 − 𝑥1

=> 𝑦 − 𝑦1 = 𝑚(𝑥 − 𝑥1) 

 می گذرد.  (5,1)و و از نقطه بی  (2−)مثال: معادله خط مستقیم را دریابید که میل آن 

 حل: 

𝑦 − 𝑦1 = 𝑚(𝑥 − 𝑥1) 

𝑦 − 1 = −2(𝑥 − 5) 

𝑦 = −2𝑥 + 11                => 2𝑥 + 𝑦 − 11 = 0 

 

 معادله خط مستقیم که دو نقطه آن معلوم باشد.   .5

,𝐴(𝑥1که عمود نباشد و از نقاط   𝑙اگر خط   𝑦1)  و𝐵(𝑥2, 𝑦2)  بگذرد، و نقطه𝑃(𝑥, 𝑦)   یک

 نقطه اختیاری روی این خط مستقیم باشد، درین صورت معادله آن قرار ذیل است.  

𝑦 − 𝑦1
𝑥 − 𝑥1

=
𝑦2 − 𝑦1
𝑥2 − 𝑥1

=> 𝑦 − 𝑦1 =
𝑦2 − 𝑦1
𝑥2 − 𝑥1

 (𝑥 − 𝑥1) 

,6)و   (2,1−)مثال: معادله خط مستقیم را دریابید که از نقاط   می گذرد.  (4−

 حل: 

𝑦 − 𝑦1 =
𝑦2 − 𝑦1
𝑥2 − 𝑥1

 (𝑥 − 𝑥1) 

𝑦 − 1 =
−4 − 1

6 − (−2)
(𝑥 − (−2)) 

𝑦 − 1 =
−5

8
(𝑥 + 2)      𝑜𝑟      5𝑥 + 8𝑦 + 2 = 0 

 معادله خط مستقیم که نقطه تقاطع آن با محور ها معلوم باشد.   .6

,𝑎)را در نقطه  𝑋محور  𝑙اگر خط مستقیم  ,0)را در نقطه  𝑌و محور  (0 𝑏)   قطع نماید و

𝑃(𝑥, 𝑦)   .یک نقطه اختیاری روی آن باشد، معادله آن عبارت اند از 

𝑦 − 𝑦1 =
𝑦2 − 𝑦1
𝑥2 − 𝑥1

 (𝑥 − 𝑥1) => 𝑦 − 0 =
𝑏 − 0

0 − 𝑎
(𝑥 − 𝑎) 

=> −𝑎𝑦 = 𝑏(𝑥 − 𝑎) => −𝑎𝑦 = 𝑏𝑥 − 𝑎𝑏 

=> 𝑏𝑥 + 𝑎𝑦 = 𝑎𝑏 =>
𝑥

𝑎
+
𝑦

𝑏
= 1  

را در نقطه  𝑌و محور  (2,0)را در نقطه  𝑋مثال: معادله خط مستقیم را دریابید که محور 

(0,  قطع می کند.   (4−

 حل: 

{
𝑎 = 2
𝑏 = −4

 =>
𝑥

𝑎
+
𝑦

𝑏
= 1 =>

𝑥

2
−
𝑦

4
= 1     𝑜𝑟     2𝑥 − 𝑦 = 4 

 معادله نورمال یک خط مستقیم .7

 𝑃عبارت از   𝑙که طول خط عمود از مبدای کمیات وضعیه بالای خط    𝑙معادله خط مستقیم 

 زاویه میل خط عمود باشد، عبارت اند از.   𝜃باشد و 

𝑥 cos 𝜃 + 𝑦 sin 𝜃 = 𝑃      𝑜𝑟        𝑥 cos 𝜃 + 𝑦 sin 𝜃 − 𝑃 = 0 

واحد باشد و  5از مبدای کمیات وضعیه مساوی به  𝑙مثال: اگر طول عمود بر یک خط مستقیم  

و معادله نورمال و نقطه تقاطع   𝑙باشد میل خط مستقیم  °120زاویه میل خط عمود )نورمال(  

 را دریابید.  𝑌با محور 

 حل: 

𝑥 cos 𝜃 + 𝑦 sin 𝜃 − 𝑃 = 0 

𝑥 cos 120 + 𝑦 sin 120 − 5 − 0 

𝑃(𝑥, 𝑦)  

𝑄(𝑥1, 𝑦1) 
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{
 

 𝑠𝑖𝑛120 =
√3

2

𝑐𝑜𝑠120 = −
1

2

 =>  −
1

2
𝑥 +

√3

2
𝑦 − 5 = 0 => 𝑥 − √3𝑦 + 10 = 0  

 میل مستقیم فوق قرار ذیل دریافت می گردد.  

𝑦 =
𝑥

√3
+
10

√3
 => 𝑚 =

1

√3
 

,0)را در نقطه  𝑌مستقیم فوق محور 
10

√3
 قطع می کند.  (

 تبدیل معادلات خط مستقیم از یک حالت به حالت دیگر 

 تبدیل معادله عمومی خط مستقیم به شکل معادله معیاری آن   ❖

𝑎𝑥برای این تبدیل، از معادله عمومی  + 𝑏𝑦 + 𝑐 =  را دریافت می نمائیم.   𝑦قیمت   0

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0 => 𝑏𝑦 = −𝑎𝑥 − 𝑐   

𝑦 = −
𝑎

𝑏
𝑥 −

𝑐

𝑏
 

5𝑥مثال: معادله عمومی خط مستقیم  − 12𝑦 + 39 =  را به شکل معیاری تبدیل نمائید.  0

 حل: 

5𝑥 − 12𝑦 + 39 = 0 

−12𝑦 = −5𝑥 − 39 

𝑦 =
5

12
𝑥 +

39

12
        𝑚 =

5

12
       𝑎𝑛𝑑     𝑏 =

39

12
 

تبدیل معادله عمومی ی خط مستقیم به شکل معادله خط مستقیمی که میل و یک نقطه  ❖

 آن معلوم باشد.  

𝑎𝑥در معادله   + 𝑏𝑦 + 𝑐 = که میل آن   0
−𝑎

𝑏
)و یک نقطه آن   

−𝑐

𝑎
,  می باشد. پس  (0

𝑦 =
−𝑎

𝑏
(𝑥 +

𝑐

𝑎
)                  𝑚 = 𝑡𝑎𝑛𝜃 =

−𝑎

𝑏
 

5𝑥مثال: معادله عمومی خط مستقیم  − 12𝑦 + 39 = را به شکل معادله خط مستقیمی  0

 تبدیل نمائید که میل و یک نقطه آن معلوم باشد. 

 حل: 

5𝑥 − 12𝑦 + 39 = 0    ,   𝑚 =
5

12
   𝑎𝑛𝑑   𝑃 (

−39

5
, 0) 

𝑦 =
5

12
𝑥 +

39

12
 

 تبدیل معادله عمومی به شکل معادله خط مستقیمی که دو نقطه آن معلوم باشد.   ❖

𝑎𝑥خطی که معادله آن  + 𝑏𝑦 + 𝑐 = )است و از نقاط  0
−𝑐

𝑎
, ,0)و  (0

−𝑐

𝑏
 می گذرد.   (

𝑦1 = 0       𝑥1 =
−𝑐

𝑎
      𝑦2 =

−𝑐

𝑏
       𝑥2 = 0 

𝑦 − 𝑦1 =
𝑦2 − 𝑦1
𝑥2 − 𝑥1

 (𝑥 − 𝑥1) => 𝑦 =
−𝑎

𝑏
(𝑥 +

𝑐

𝑎
) 

5𝑥مثال: معادله عمومی مستقیم  − 12𝑦 + 39 = را به شکل معادله خط مستقیم  0

 بنویسید که دو نقطه آن معلوم باشد. 

5𝑥حل: خط مستقیم  − 12𝑦 + 39 = ,0)از نقاط  0
39

12
−)و    (

39

5
 ,  می گذرد.  (0

𝑦 − 𝑦1 =
𝑦2 − 𝑦1
𝑥2 − 𝑥1

 (𝑥 − 𝑥1) => 𝑦 − 0 = (𝑥 +
39

5
)

39
12
− 0

0 +
39
5

 

تبدیل معادله عمومی خط مستقیم به شکل معادله خط مستقیمی که نقاط تقاطع آن با   ❖

 معلوم باشد.  𝑌و   𝑋محور های 

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0 => 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = −𝑐 =>
𝑎𝑥

−𝑐
+
𝑏𝑦

−𝑐
= 1 

𝑥
−𝑐
𝑎

+
𝑦
−𝑐
𝑏

= 1 
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5𝑥مثال: معادله   − 12𝑦 + 39 = را به شکل معادله خط مستقیمی که نقاط تقاطع آن با  0

 معلوم باشد، تبدیل نمائید.  𝑌و   𝑋محور های 

5𝑥 − 12𝑦 = −39 

5𝑥

−39
−
12𝑦

−39
= 1 

𝑥

−
39
5

+
𝑦

39
12

= 1 

𝑎در مثال بالا   = −
39

5
𝑏و    =

39

12
 می باشد.  

 تبدیل معادله عمومی یک خط مستقیم به شکل نورمال آن ❖

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 0 

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐

±√𝑎2 + 𝑏2
    𝑜𝑟    

𝑎

±√𝑎2 + 𝑏2
𝑥 +

𝑏

±√𝑎2 + 𝑏2
𝑦 = −

𝑐

±√𝑎2 + 𝑏2
 

 

2𝑥مثال: معادله عمومی  − 3𝑦 + 6 =  را به شکل نورمال آن تبدیل نمائید.  0

 حل: 

±√𝑎2 + 𝑏2 = ±√22 + (−3)2 = ±√13 

باید منفی در نظر گرفته شود و داریم   13√برای اینکه طرف راست مساوات مثبت باشد، علامه  

 که.  

−
2

√13 
𝑥 +

3

√13 
𝑦 −

6

√13 
= 0 

 فاصله یک نقطه از یک خط مستقیم 

یم طوری که نقطه  𝐴𝐵  ،𝑑را از خط مستقیم  𝑃اگر فاصله نقطه   𝐴𝐵بالای خط  𝑃در نظر بگبر

,𝑃(𝑥1واقع نباشد، درین صورن با استفاده از معادله نورمال خط مستقیم فاصله نقطه  𝑦1)  از

 از رابطه ذیل دریافت می گردد.   𝐴𝐵خط 

𝑑 =
|𝑎𝑥1 + 𝑏𝑦1 + 𝑐|

±√𝑎2 + 𝑏2
 

4𝑥را از خط مستقیم  𝑃(−2,8)مثال: فاصله نقطه  + 3𝑦 − 11 =  دریافت نمائید.  0

 حل: 

𝑑 =
|𝑎𝑥1 + 𝑏𝑦1 + 𝑐|

±√𝑎2 + 𝑏2
= 𝑑 =

|4(−2) + 3(8) − 11|

±√42 + 32
=
|−8 + 24 − 11|

√25
 

𝑑 = 1 

ر دو خط موازی    فاصله بیر

ی یک نقطه بالای یکی از خطوط و خط موازی  ی دو خط موازی عبارت از فاصله در بتر فاصله بتر

 دیگری می باشد.  

ی دو خط موازی  2𝑥مثال: فاصله بتر − 5𝑦 + 13 = 2𝑥و   0 − 5𝑦 + 6 = را دریافت  0

 نمائید. 

حل: یک نقطه را بالای یکی از خطوط موازی در می یابیم، طور مثال اگر در معادله خط مستقیم  

2𝑥 − 5𝑦 + 13 = 𝑥قیمت   0 = 𝑦باشد، قیمت  1 =  (1,3)می گردد، پس فاصله نقطه  3

2𝑥از خط مستقیم با معادله   − 5𝑦 + 6 = ی دو مستقیم موازی است.  0  عبارت از فاصله بتر

𝑑 =
|𝑎𝑥1 + 𝑏𝑦1 + 𝑐|

±√𝑎2 + 𝑏2
=
|2(1) − 5(3) + 6|

√22 + (−5)2
=

7

√29
 

ی دو خط موازی فوق برابر با  𝑑در نتیجه فاصله بتر =
7

√29
 است.   

 دایره

عبارت از منحنی بسته است که تمام نقاط آن از یک نقطه ثابت فاصله های مساوی داشته 

 باشد. 

 

 

 

 
𝐶(𝑂, 𝑅) 
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 معادله یک دایره 

 اگر مرکز دایره در مبداء کمیات وضعیه قرار داشته باشد، معادله آن عبارت اند از.  

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2 

 

 

 

و اگر مرکز دایره در یک نقطه اختیاری از کمیات وضعیه قرار داشته باشد، معادله آن عبارت اند 

 از.  

(𝑥 − ℎ)2 + (𝑦 − 𝑘)2 = 𝑟2 

 

 

 

 

 

 واحد باشد.  7و طول شعاع آن  𝑆(−3,5)مثال: دایره ی را دریابید که مرکز آن 

 حل: 

(𝑥 − ℎ)2 + (𝑦 − 𝑘)2 = 𝑟2 => (𝑥 + 3)2 + (𝑦 − 5)2 = 72 

=> 𝑥2 + 𝑦2 + 6𝑥 − 10𝑦 − 15 = 0 

 معادله عمومی یک دایره  

𝑥)اگر معادله معیاری یک دایره یعنی  − ℎ)2 + (𝑦 − 𝑘)2 = 𝑟2    انکشاف دهیم، معادله

 عمومی دایره بدست می آید. و عبارت اند از.  

𝐴𝑥2 + 𝐵𝑦2 + 𝐷𝑥 + 𝐸𝑦 − 𝐹 = 0 

𝐴در رابطه فوق همیشه  = 𝐵   .و هم علامه می باشد 

𝑟و شعاع آن   (2,3−)مثال: معادله عمومی و معیاری دایره را بنویسید که مرکز آن  =  است.   6

(𝑥 − ℎ)2 + (𝑦 − 𝑘)2 = 𝑟2 => (𝑥 + 2)2 + (𝑦 − 3)2 = 62 

 بعد از انکشاف معادله عمومی دایره قرار ذیل بدست می آید. 

𝑥2 + 𝑦2 + 4𝑥 − 6𝑦 − 23 = 0 

 حالات یک خط مستقیم با دایره 

 یک خط مستقیم با دایره سه حالت ممکنه را دارید. 

ی این سه حالت قیمت   را از معادله خط مستقیم دریافت نموده در معادله  𝑦یا  𝑥برای دانست 

 دایره وضع می نمائیم، یک معادله یک مجهوله درجه دوم بدست می آید، درین معادله 

 ∆= 𝑏2 − 4𝑎𝑐    .را دریافت می نمائیم و نظر به دلتا سه حالت وجود دارد 

=∆اگر   ➢  باشد، خط مستقیم با دایره مماس است.    0

<∆اگر   ➢  باشد، خط مستقیم دایره را در دو نقطه قطع می کند.   0

>∆اگر   ➢ ک ندارد.   0  باشد، خط مستقیم با دایره نقطه مشب 

2𝑥مثال: خط مستقیم  − 𝑦 = 𝑥2با دایره   7 + 𝑦2 − 8𝑥 − 2𝑦 + 12 = چه رابطه   0

 دارد.  

 حل: 

2𝑥 − 𝑦 = 7 => 𝑦 = 2𝑥 − 7 

𝑥2 + (2𝑥 − 7)2 − 8𝑥 − 2(2𝑥 − 7) + 12 = 0 

5𝑥2 − 40𝑥 + 75 = 0 => 𝑥2 − 8𝑥 + 15 = 0 

∆= 𝑏2 − 4𝑎𝑐 = (−8)2 − 4 ∙ 15 = 64 − 60 = 4 > 0 

=∆چون  4 >  است، پس خط مستقیم دایره را در دو نقطه قطع می کند.  0

 فعالیت ها

𝑥خط مستقیم   + 3𝑦 − 5 = 𝑥2با دایره   0 + 𝑦2 − 2𝑥 + 4𝑦 − 5 = چه رابطه  0

 دارد؟

ی دو خط موازی   2𝑥فاصله بتر + 𝑦 + 2 = 6𝑥و   0 + 3𝑦 − 8 =  را دریابید.  0

ℎ 

𝑘 

𝑆(ℎ, 𝑘) 
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واحد و نورمال با جهت مثبت  10معادله نورمال خط مستقیم را دریابید که طول نورمال آن   

 درجه را بسازد.   30زاویه   𝑥محور 

 میل دو خط موازی باهم چه رابطه دارد؟  

 

 آنچه قرار است درین بخش بخوانیم

 

 :  شاگردان درختم این درس قادر گردد تا:  اهداف آموزسیر

 معادله مماس دایره را بدانند و طوب مماس را دریافت کرده بتوانند.   •

 مساحت مثلث را که کمیات وضعیه راس های آن معلوم باشد، دریافت بتوانند.  •

 علم احصائیه را تعریف کرده بتوانند.  •

ی    ح و توضیح بتوانند.  •  گراف های احصائیوی را تسرر

با انواع گراف های احصائیوی آشنا شوند و بتوانند داتا ها را در هر یک از گراف ها تنظیم   •

 نمایند. 

شاخص های مرکزی را بدانند، و با استفاده از منحنی نارمل شاخص های مرکزی را مقایسه  •

 بتوانند.  

 معادله مماس و طول مماس 

,𝐶(ℎاگر یک خط مستقیم با دایره بی که مرکز آن   𝑘)  و در نقطه𝑃1(𝑥1, 𝑦1)   با دایره مماس

𝑚باشد، پس میل شعاع مساوی است به  =
𝑘−𝑦1

ℎ−𝑥1
و چون شعاع در نقطه تماس بر مماس  

−عمود است، میل مماس مساوی است به 
ℎ−𝑥1

𝑘−𝑦1
,𝑃1(𝑥1و چون یک نقطه خط مستقیم    𝑦1)  

 است. 

𝑦پس نظر به معادله  − 𝑦1 = 𝑚(𝑥 − 𝑥1) داریم که 

𝑦 − 𝑦1 = −
ℎ − 𝑥1
𝑘 − 𝑦1

(𝑥 − 𝑥1) 

,𝑃1(𝑥1معادله فوق به نام معادله مماس یاد می شود. که در نقطه  𝑦1)   .با دایره مماس است 

 نکته: اگر مرکز دایره در مبداء کمیات وضعیه قرار داشته باشد معادلمه مماس عبارت اند از.  

𝑦𝑦1 + 𝑥𝑥1 = 𝑟
2 

𝑥2با دایره   (3,4): معادله خط مستقیمی را دریابید که در نقطه 1مثال + 𝑦2 = مماس  25

 باشد. 

 : چون مرکز دایره در مبداء کمیات وضعیه قرار دارد، پس داریم که.  1حل

𝑦 ∙ 4 + 𝑥 ∙ 3 = 25 => 3𝑥 + 4𝑦 = 25 

است  (1,2)با دایره بی که مرکز آن  𝑃(3,5): معادله خط مستقیم را دریابید که در نقطه 2مثال

 مماس باشد. 

 : 2حل

ℎ = 1 , 𝑘 = 2   , 𝑥1 = 3  , 𝑦1 = 5     

𝑦 − 𝑦1 = −
ℎ − 𝑥1
𝑘 − 𝑦1

(𝑥 − 𝑥1) = 𝑦 − 5 = −
1 − 2

2 − 5
(𝑥 − 3) 

𝑦 − 5 = −
2

3
(𝑥 − 3) 

=> 2𝑥 + 3𝑦 = 21 

معادله مماس و طول مماس

ددریافت مساحت مثلث در صورتیکه کمیات وضعیه راس آن معلوم باش

گراف چند ضلعی کثرت: احصائیه

گراف ساقه و برگ

چارک ها و گراف ساقه و برگ

گراف صندوقچه یی

مقایسه شاخص های مرکزی توسط منجنی نارمل

𝑃1(𝑥1, 𝑦1) 
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,𝑃1(𝑥1طول مماس: اگر نقطه  𝑦1)    که در خارج از دایره(𝑥 − ℎ)2 + (𝑦 − 𝑘)2 = 𝑟2   

را به مرکز دایره وصل می کنیم درین  𝑇به این دایره رسم شود و نقطه  𝑃1𝑇واقع باشد، مماس 

 صورت طول مماس از رابطه ذیل دریافت می گردد.  

𝑃1𝑇̅̅ ̅̅ ̅ = √(𝑥 − ℎ)
2 + (𝑦 − 𝑘)2 − 𝑟2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ی طول فاصله از یک نقطه خارج دایره به امتداد مماس   نکته: به یادداشته باشید برای یافت 

 نقطه را در معادله دایره وضع کنیم.   𝑦و   𝑥کفایت می کند که قیمت های 

5𝑥2بر دایره   (5,10−)مثال: طول مماس را از نقطه  + 5𝑦2 + 14𝑥 + 12𝑦 − 10 = را  0

 دریابید. 

 حل: 

5𝑥2 + 5𝑦2 + 14𝑥 + 12𝑦 − 10 = 0 => 𝑥2 + 𝑦2 +
14

5
𝑥 +

12

5
𝑦 − 2 = 0 

𝐿 = √(−5)2 + 102 − 14 + 24 − 2 =   طول مماس      133√

 

 دریافت مساحت مثلث در صورتکه کمیات وضعیه راس های آن داده شده باشد.  

,𝑃1(𝑥1اگر راس های یک مثلث به ترتیب  𝑦1)   ،𝑃2(𝑥2, 𝑦2)    و𝑃3(𝑥3, 𝑦3)  باشند مساحت

 مثلث از رابطه ذیل دریافت می گردد.  

𝑆𝑃1𝑃2𝑃3 =
1

2
[𝑥1(𝑦2 − 𝑦3) + 𝑥2(𝑦3 − 𝑦1) + 𝑥3(𝑦1 − 𝑦2)] 

راس های یک مثلث باشند مساحت این مثلث را  𝐶(3,1)و   𝐴(4,−5)  ،𝐵(5,−6)مثال: اگر 

 دریابید. 

 حل: 

𝑥1 = 4  , 𝑦1 = −5 , 𝑥2 = 5 , 𝑦2 = −6 , 𝑥3 = 3 , 𝑦3 = 1 

𝑆𝑃1𝑃2𝑃3 =
1

2
[𝑥1(𝑦2 − 𝑦3) + 𝑥2(𝑦3 − 𝑦1) + 𝑥3(𝑦1 − 𝑦2)] 

             =
1

2
[4(−6 − 1) + 5(1 + 5) + 3(−5 + 6)] 

            =
1

2
(−28 + 30 + 3) =

1

2
5 = 2.5 

=> 𝑆𝑃1𝑃2𝑃3 = 2,5 

ت  گراف چند ضلعی کبر

در علم احصائیه که علم تحلیل و تفسبر داتا و معلومات اند، در بعضی موارد برای بهب  نشان 

ت( اند.    دادن داتا ها از روش گراف استفاده می شود، که یکی ازین گراف ها)چند ضلعی کبی

ت نسنر هر یک از  
ت مطلق یا کبی در گراف چند ضلعی، مرکز هر دسته روی محور افف  و کبی

ت آن یک نقطه  دسته ها روی محور عمودی نشان داده می شود. متقابل با مرکز هر دسته و کبی

ت آن دسته است. به  در مستوی مشخص می گردد که عرض مرکز دسته و طول آن برابر با کبی

 ول در مستوی سیستم مختصات نقطه بوجود می آید.  تعداد دسته های جد

𝑥1)اگر به نقاط مذکور دونقطه اختیاری دیگر  − 𝑐, 𝑥𝑛)و  (0 + 𝑐, را در اول و آخر دسته   (0

وسعت هر صنف است. از اتصال این نقاط به یکدیگر، یگ گراف  𝑐ها اضافه کنیم، طوریکه  

ت می نامند.   حاصل می شود که آنرا گراف چند ضلعی کبی

 مثال: گراف های مستطیلی و چند ضلعی داتای جدول زیر را رسم کنید. 

 حدود دسته  11-16 16-21 21-26 26-31 31-36

ت مطلق 3 5 8 7 2  کبی

 مرکز دسته ها  13.5 18.5 23.5 28.5 33.5

𝐶(ℎ, 𝑘) 

𝑇 
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ت باهم قرار ذیل است.    نمایش گراف مستطیلی و چند ضلعی کبی

 

 گراف ساقه و برگ

برای تجزیه و تحلیل داتای عددی از گراف ساقه و برگ استفاده می گردد، این گراف برای داتای 

ین داتای از نظر تعداد رقم ها اندک باشد مناسب است.   ین و بزرگب   که تفاوت کوچکب 

نوع کتاب که تعداد هر کدام در جدول زیر تذکر داده شده است  20مثال: دریک کتاب فروسیر از 

 موجود است، گراف ساقه و برگ را برای این داتا ترسیم کنید. 

 حل: 

ساقه   برگ

1 0 1 5 

2 3 7 8 

3 8 8 9 9 

4 0 1 4 5 6 6 

5 2 7 8 

6 5 

 چارک ها

اعداد که داتای مرتب را به چهار قسمت مساوی تقسیم می کنند آن ها را چارک های اول، دوم و 

 نشان داده می شود.   𝑄3و    𝑄1 ،𝑄2سوم می نامند و با 

ی تر از آن و  %25چارک اول مقداری است که  داتای جامعه بالاتر از آن  %75داتا جامعه پائتر

ند.   قرار می گبر

ی تر از آن و   %50چارک دوم مقداری است که  داتای جامعه بالاتر از  %50داتای جامعه پائتر

 آن قرار دارد.  

ی تر از آن و  %75چارک سوم عبارت از مقداری است که  داتای جامعه   %25داتای جامعه پائتر

 بالاتر از آن قرار دارد.  

 : 1نکته

و میانه نیمه اول داتا مساوی  𝑄2اگر داتا را به صورت صعودی مرتب کنیم میانه داتا مساوی به  

 می باشد.  𝑄3و میانه نیمه دوم داتا مساوی به  𝑄1به 

 : 2نکته

𝑝ام طوریکه  – 𝑃محل  = 1,2,3,  را با استفاده از رابطه ذیل بدست می آوریم.    …

𝐶𝑄𝑃 =
𝑃 ∙ 𝑛

4
+
1

2
 

ی کرده می توانیم.   با استفاده از محل چارک مقدار چارک را تعیتر

 مثال: فرض کنید مشاهدات بدست آمده از یک بررسی قرار ذیل باشد 

90    85     80     120     100     140 

 محل چارک اول و سوم را دریافت کنید.  -

 مقادیر چارک های اول و سوم را دریافت کنید.   -
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 حل: اول داتای متذکره را شماره گذاری می نمائیم.  

90
1
    
85
2
    
 80
3
    
 120
4
     
100
5
   
  140  ∶ داتا   

6 ∶ شماره 
 

 محل چارک ها را با استفاده از فورمول فوق دریافت می نمائیم. 

𝐶𝑄1 =
1 ∙ 6

4
+
1

2
=
3

2
+
1

2
=
4

2
= 2 => 𝐶𝑄1 = 2 

𝐶𝑄2 =
3 ∙ 6

4
+
1

2
=
3 ∙ 3

2
+
1

2
=
10

2
= 5 => 𝐶𝑄2 = 5 

 پس با در نظر داشت شماره داتا ها مقدار داتا ها عبارت اند از. 

𝑄1 = 85                              𝑄3 = 120 

 گراف صندوقچه بی 

 داتا را نسبت به گراف های دیگر بهب  نشان می دهد. این   
 

گراف تصویری است که پراکندگ

 اساس مقادیر زیر نمایش می دهند. گراف، داتای را بر 

ین داتا •  کمب 

 چارک اول •

 میانه  •

 چارک سوم  •

ین داتا •  بیشب 

 گراف صندقچه بی نشان دهنده چارک ها، حد اقل و حد اکبی داتا است.  

 

 مراحل تهیه گراف صندوقچه بی عبارت اند از. 

ین داتا را پیدا کنید.  -  کوچکب 

ین داتا را پیدا کنید.  -  بیشب 

 میانه را پیدا کنید.  -

 چارک اول را دریافت کنید -

 چارک سوم را دریافت کنید -

 گراف را رسم کنید.  -

 روز قرار زیر داده شده باشد،   15مثال: اگر تعداد تصادفات ترافیکی یک شهر طی 

12    10    15    23    14    27    16    34    41    43    32    18    25    31    19 

 گراف صندوقچه بی آنرا ترسیم کنید.  

 حل: 

 داتای فوق را مرتب می کنیم

10   12   14   15   16   18   19   23   25   27   31   32   34   41   43 

ین داتا =  ین داتا =     10کمب    23میانه =     43بیشب 

  32چارک سوم =   15چارک اول = 

 

 

 شاخص های مرکزی توسط منحبر نارمل مقایسه 

شاخص های مرکزی عبارت از )اوسط، مود و میانه( می باشد، و منحنی نارمل یکی از جمله  

منحنی های معروف در علم احصائیه اند که اکبی پدیده های طبیعی را می توان توسط آن نمایش 

 داد، این منحنی یک منحنی متناظر و مشابه یک زنگوله است.  
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چون منحنی نارمل متناظر است پس؛ در منحنی نارمل موقعیت اوسط، مود و میانه باهم برابر 

 :  است و در نقطه اعظمی منحنی نارمل موقعیت دارد. یعنی

 

 اگر منحنی نارمل متناظر نباشد درین صورت داریم که: 

 

میانه قرار دارند، اگر اوسط و میانه مساوی باشند، تعداد داتای که قبل و بعد از اوسط و  -

 مساوی می باشند. 

اگر اوسط در سمت چپ میانه واقع باشند، داتای که در سمت راست اوسط قرار دارند بیش  -

 𝑎تر از تعداد داتای اند که در سمت چپ اوسط قرار دارند. مانند شکل  

اگر اوسط در سمت راست میانه قرار داشته داشته باشند، تعداد داتای که در سمت راست  -

 اوسط قرار دارند کمب  از تعداد داتای اند که در سمت چپ اوسط قرار گرفته اند. 

 مثال: در گراف ذیل اوسط و میانه را دریافت نمائید. 

 

 

 حل: 

میانه  = 𝑚𝑒𝑑 =
4 + 5

2
=
9

2
= 4.5 

𝑥̅ =
𝑎 ∙ 1 + 𝑎 ∙ 2 + 𝑎 ∙ 3 + 𝑎 ∙ 4 + 𝑎 ∙ 5 + 𝑎 ∙ 6 + 𝑎 ∙ 7 + 𝑎 ∙ 8

𝑎 + 𝑎 + 𝑎 + 𝑎 + 𝑎 + 𝑎 + 𝑎 + 𝑎
 

𝑥̅ =
36𝑎

8𝑎
= 4.5  

 فعالیت ها

 معادله مماس چیست؟ بنویسید.  ❖

ح داده و یک مثال کار کنید.  ❖  طول مماس از کدام رابطه بدست می آید سرر

ی    ح کنید.   ❖  تسرر
ً
 احصائیه چیست؟ مفصلا

ت چیست؟  ❖  گراف چندضلعی کبی

ت و گراف مستطیلی چیست؟ ❖  فرق گراف چند ضلعی کبی

 گراف ساقه و برگ چگونه داتا را نمایش می دهند؟ یک مثال کار کنید.  ❖

 از چارک ها در چه موارد استفاده می شود.   ❖

ی    ح می کند؟ ❖  چارک چگونه داتا ها ئ اطلاعات احصائیوی را تسرر

 شاخص های مرکزی چیست و در احصائیه چه نقش دارد؟  ❖

 آنچه درین بخش است قرار است بیاموزیم 
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 :  در ختم این بخش شاگردان باید قادر گردد تا اهداف آموزسیر

 انحراف چارک ها شناخته و آنرا تعریف کرده بتوانند.   ❖

 واریانس را تعریف بتوانند.  ❖

 انحراف معیاری را بشناسند.  ❖

 استدلال درک شهودی را تعریف کرده بتوانند.   ❖

 استدلال تمثیلی یا قیاسی را تعریف کرده بتوانند.  ❖

 در مورد استقرای ریاضی معلومات کافی بدست بیاورند.  ❖

 مثال های مربوط به موضوعات درسی را حل کرده بتوانند.   ❖

 انحراف چارک ها

 داتا است، زیرا از روی تعریف چارک 
 

انحراف چارک ها یکی از شاخص های نشان دهنده پراکندگ

𝑄3% جامعه در فاصله 50اول و سوم بر می آید که  − 𝑄1  قرار دارند. هر قدر این فاصله

 آن ها کم تر است.  
 

 کوچک تر باشد، داتا جمع تر و به عبارت دیگر پراکندگ

 

𝑄 = 𝑄3 − 𝑄1         انحراف  چارک ها  

ی نشان می دهد.   گاهی انحراف چارک ها را به شکل ذیل نبر

𝑄 =
𝑄3 − 𝑄1
2

 

 مثال: انحراف چارک های اعداد ذیل را دریافت نمائید. 

35   29   30   31   25   24   23   22   22   20   36 

 حل: نخست داتای داده شده را ترتیب می کنیم. 

20⏟
1

      22⏟
2

      22  ⏟
3

    23⏟
4

      24⏟
5

      25⏟
6

      29⏟
7

      30⏟
8

      31⏟
9

      35⏟
10

      36⏟
11

 

 

𝐶𝑄𝑛 =
𝑃. 𝑛

4
+
1

2
 

𝐶𝑄3 =
3 ∙ 11

4
+
1

2
=
33

4
+
1

2
=
35

4
= 8.75 

=> 𝐶𝑄3 = 8.75 => 𝑄3 = 30.75 

𝐶𝑄1 =
𝑃. 𝑛

4
+
1

2
=
1 ∙ 11

4
+
1

2
=
13

4
= 3.25 

=> 𝐶𝑄1 = 3.25 => 𝑄1 = 22.25 

 انحراف چارک ها عبارت اند از. 

𝑄 = 𝑄3 − 𝑄2 = 30.75 − 22.25 = 8.5 

 واریانس

 واریانس عبارت از اوسط جذر مرب  ع انحراف ها از اوسط اند. 

 برای دریافت واریانس مراحل ذیل را باید انجام داد.  

,𝑥1اگر داتا ها   ➢ 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, … , 𝑥𝑛   باشند، اوسط داتا ها را دریافت می کنیم. یعنی 

𝑥̅ =
∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1

𝑛
 

 مجموع مرب  ع های انحراف را دریافت می کنیم. یعنی  ➢

انحراف 
چارک ها 

واریانس 

انحراف 
معیاری

استدلال درک 
شهودی

ی استلال تمثیل
یا قیاسی

استقرای 
ریاضی
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∑(𝑥𝑖 − 𝑥̅)
2

𝑛

𝑖=1

= (𝑥1 − 𝑥̅)
2 + (𝑥2 − 𝑥̅)

2 +⋯+ (𝑥3 − 𝑥̅)
2 

 نشان می دهد از رابطه ذیل دریافت می گردد.   𝑆2واریانس را به  ➢

𝑆2 =
∑ (𝑥𝑖 − 𝑥̅)

2𝑛
𝑖=1

𝑛
=
(𝑥1 − 𝑥̅)

2 + (𝑥2 − 𝑥̅)
2 +⋯+ (𝑥3 − 𝑥̅)

2

𝑛
 

 مثال: واریانس داتای ذیل را دریافت نمائید.  

1       5       6        7          9 

 حل: 

𝑥̅ =
1 + 5 + 6 + 7 + 9

5
= 5.6  

𝑆2 =
∑ (𝑥𝑖 − 𝑥̅)

2𝑛
𝑖=1

𝑛
 

𝑆2 =
(1 − 5.6)2 + (5 − 5.6)2 + (6 − 5.6)2 + (7 − 5.6)2 + (9 − 5.6)2

5
 

  =
(−4.6)2 + (−0.6)2 + (0.4)2 + (1.4)2 + (3.4)2

5
=
35.2

5
= 7.04 

𝑆2 = واریانس        7.04  

,𝑥1نکته: اگر داتا دسته بندی شده با مرکز دسته های  𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, … , 𝑥𝑛   ت های و با کبی

𝑓1 , 𝑓2, 𝑓3, … , 𝑓𝑛  داده شده باشند، برای محاسبه واریانس بهب  است از فورمول زیر استفاده

 نمائیم.  

𝑆2 =
∑ 𝑓𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥̅)

2𝑛
𝑖=1

∑ 𝑓𝑖
𝑛
𝑖=1

=
∑ 𝑓𝑖(𝑥𝑖 − 𝑥̅)

2𝑛
𝑖=1

𝑁
 

 

 انحراف معیاری

 نشان داده می شود، برابر به جذر مرب  ع وریانس است. یعنی  𝑆انحراف معیاری که با سمبول  

𝑆 = √
∑ (𝑥𝑖 − 𝑥̅)

2𝑛
𝑖=1

𝑛
 

 مطلق همان واحد متحول است. 
 

 واحد انحراف معیاری یا پراکندگ

 مریض در زیر داده شده است.  5مثال: درجه حرارت بدن 

38     39     39    40    41 

 انحراف معیاری آن را حساب کنید. 

 حل: 

𝑥̅ =
∑ 𝑥𝑖
𝑛
𝑖=1

𝑛
=
38 + 39 + 39 + 40 + 41

5
= 39.4 

𝑆2 =
(38 − 39.4)2 + (39 − 39.4)2 + (39 − 39.4)2 + (40 − 39.4)2 + (41 − 39.4)2

5
 

𝑆2 =
(−1.4)2 + (−0.4)2 + (−0.4)2 + (0.6)2 + (1.6)2

5
=
5.2

5
= 1.04 

𝑆 = √1.04 =   انحراف  معیاری     1.01980

 

 استدلال درک شهودی  

تعریف: فهم غریزه وی یا احساسس که به وسیله آن صحت و یا حقیقت یک موضوع و یا یک 

مفهوم را بدون استدلال قبول می کنیم عبارت از درک شهودی بوده که در مواقع مختلف زمان، 

 می تواند از هم متفاوت باشد. 

ی صحیح را به دنبال داشته   ی حاصل از درک شهودی نمی تواند همواره نتیجه گبر نتیجه گبر

 باشد، اما می تواند پایه گذار احکام و قضایای درست باشد. 

مثال: با استدلال درک شهودی به سهولت می توان حکم کرد که دو خط موازی یک دیگر را قطع 

 نمی کنند، بپذیریم.  

چون در پذیرش این مساله استدلال بکار نرفته است و در واقع یک احساس است که بر اساس 

ی را بنام درک شهودی یاد می نماید.    آن این حکم صورت می پذیرد. این گونه نتیجه گبر



Page 43 of 47 

 

 استدلال تمثیلی یا قیاسی  

ی در باره آن ها را استدلال تمثیلی یا قیسی می  ی دو پدیده و نیتجه گبر ی شباهت بتر تعریف: یافت 

 نامند. 

: مثل عامیانه }مار گزیده از ریسمان ابلق می ترسد{ یک استدلال قیاسی است؛ زیرا ریسمان 1مثال

ی آنها شباهن  دیده می شود.    ابلق با مار مقایسه شده است و بتر

ب منفی در منفی یک عدد 2مثال  از تمثیل و قیاس برای درک این حقیقت که حاصل ضی
ً
: مثلا

ب مثبت در منفی یک عدد منفی است استفاده می کنیم.   مثبت و حاصل ضی

 ( نشان دهیم داریم که -هرگاه لایق بودن یک شاگرد را به مثبت )+( و نالایق بودن او را به منفی )

 نیست = منقر   لایق    است = مثبت  لایق 

+  +  =     +    + -       =-   

 نیست = مثبت  نالایق    است = منقر    نالایق 

(-  )  +  =  )+(   -  -         +  = 

 

 

 

 استدلال استقرابی 

ی ملی بر مبنای مجموعه محدودی از مشاهدات  استدلال استقرابی عبارت از روش نتیحه گبر

 است. در واقع تعمیم دادن خاصین  در مورد یک نمونه کوچک به نمونه بزرگ است.  

مثال: مشت نمونه خروار است. به استدلال استقرابی اشاره می کند؛ زیرا در این مثال از یک 

ی مشخض در مورد کل مجموعه گرفته می شود. در واقع بر پایه و  نمونه کوچک، نتیجه گبر

ی شده است، بنا برین از استدلال استقرابی کار  تعداد محدودی از مشاهدات از مساله نتیجه گبر

 ده است.  گرفته ش

 استقرابی ریاضر بازی دو مینو 

𝑛داده شده باشد با مطالعه حکم در برابر  𝑛حکمی در باره اعداد طبیعی  𝑃(𝑛)هرگاه   = یعنی  1

𝑃(𝑘، درسن   𝑃(𝑘)درست باشد و در قدم دوم ما درسن   𝑃(1)اگر   + را به حیث نتیجه  (1

ی درست می   𝑛برای هر عدد طبیعی   𝑃(𝑛)درست به دست می آوریم،درین این صورت ادعای   نبر

 باشد. 

𝑃(𝑛)مثال: نشان دهید که  = 42𝑛 −  پوره قابل تقسیم است.  5بر  𝑛برای هر عدد طبیعی   1

𝑛حل: ادعا برای   =  درست است؛ زیرا:    1

𝑛 = 1    ,     𝑃(1) = 42∙1 − 1 = 16 − 1 = 15 

𝑃(1)دیده می شود که  =  پوره قابل تقسیم است.  5بر  15

:  𝑘برای عدد طبیعی   قبول می کنیم که ادعای فوق صدق می کند؛ یعنی

𝑃(𝑘) = 42𝑘 − 1 

زیر   است؛ می توانیم آنرا به شکل 5پوره قابل تقسیم است، بنابرین چون قابل تقسیم بر  5بر 

 بنویسیم. 

𝑃(𝑘) = 42𝑘 − 1 = 5𝑟…… . .∗ 

𝑛می خواهیم نشان دهیم که برای  = 𝑘 + ی ادعای مذکور درست است؛ بنا برین داریم که:  1  نبر

 

𝑛 = 𝑘 + 1          ,              𝑃(𝑘 + 1) = 42(𝑘+1) − 1………… . .∗∗ 

ب    نموده داریم که:  42اطراف رابطه اول را ضی

42(42𝑘 − 1) = 5𝑟 ∙ 42 

42𝑘+2 − 42 = 5𝑟 ∙ 16 => 42(𝑘+1) − 1 = 15 + 16 ∙ (5𝑟) 

42(𝑘+1) − 1 = 5(3 + 16𝑟) 

3)5طرف راست رابطه فوق یعنی   + 16𝑟)  است و ازین رو  5نشان می دهد که قابل تقسیم بر

𝑃(𝑘به نتیجه می رسیم که  + 1) = 42(𝑘+1) −  پوره قابل تقسیم است.  5بر   1

 استدلال استنتاحیر 

با استفاده از حقایف  که درسن  آن را در قدم نخست پذیرفتیم، نتیجه عمومی تری را بدست 

ی یاد می گردد.    آورده که بنام استدلال استنتاجر یا روش نتیجه گبر
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ی با استفاده از حقایف  است که درسن  آن ها   به عبارت دیگر استدلال استنتاجر روش نتیجه گبر

 را ثبوت و یا پذیرفته باشیم.  

ی هستیم که نتیجه همیشه درست است.    استفاده می گردد که مطمئتر
 از استدلال استنتاجر زمابی

 مثال: به جدول ترتیب شده ذیل توجه کنید. 

 12 7 4 یک عدد را به صورت اختیاری انتخاب کنید. 

 17 12 9 را اضافه کنید  5به عدد مذکور عدد 

 34 24 18 نتیجه را دو چند نمائید. 

 30 20 14 را کم کنید  4از نتیجه حاصله عدد 

 15 10 7 تقسیم نمائید  2عدد را بر 

 3 3 3 انتخاب کرده بودید از عدد کم کنید عددی که در اول 

نکته اساسی که به نظر می خورد این است که ما در حقیقت بر مبنای عباراب  که درسن  آن ها را 

 قبول داریم، نتیجه بعدی را به دستآوردیم. 

 استدلال مثال نقض 

ی کلی نادرست و یا غلط است، نا درسن  ادعا را نشان داد  هرگاه مثال نشان دهیم که نتیجه گبر

 که به نام مثال نقض یاد می شود.  

وجود دارد که غبر ناطق بوده؛  𝑦و  𝑥مثال: برای اثبات مساله کافی است نشان دهیم که اعداد 

𝑥اما مجموع آنها   + 𝑦  .ناطق است 

𝑥حل: اعداد   = 1 + 𝑦و   2√ = 1 −  را انتخاب نمائیم داریم که 2√

𝑥 + 𝑦 = (1 + √2) + (1 − √2) = 1 + 1 = 2 

𝑥 + 𝑦 = 2 

 یک عدد ناطق است.   2دیده می شود که حاصل جمع آنها، یعنی عدد 

 برهان خلف یا ثبوت غبر مستقیم 

هرگاه با فرضیه یا قبول عکس ادعا یک قضیه یا مساله، به نتیجه خلاف فرضیه برسیم؛ در این 

صورت فرض ما درست بوده که خلاف آن درست است، این گونه استدلال را بنام برهان خلف 

 یا ثبوت غبر مستقیم می نامند. 

ی جفت است؟  𝑛یک عدد جفت طبیعی باشد، عدد   𝑛2مثال: نشان دهید که اگر   نبر

تاق باشد؛ پس می  𝑛عدد  𝑛2حل: به خاطر ثبوت مساله فرض می کنیم که با وجود جفت بودن 

𝑛توان آن را به شکل  = 2𝑘 + یک عدد تام است، در نتیجه برای   𝑘بنویسیم؛ در حالیکه  1

 مرب  ع عدد مذکور داریک که. 

𝑛2 = (2𝑘 + 1)2 = 4𝑘2 + 4𝑘 + 1 = 4(𝑘2 + 𝑘) + 1 

=> 𝑛2 = 4(𝑘2 + 𝑘) + 1 

یک عدد تاق است. در حالیکه خلاف فرضیه بوده در نتیجه   𝑛2رابطه بالا نشان می دهد که  

  𝑛یک عدد تاق است نادرست بوده و به این نتیجه می رسیم که  𝑛فرضیه بالا برای این که عدد  

 یک عدد جفت است. 

 منطق ریاضر و استنتاج بیان

ی به نام بیان یاد می گردد، هرگاه نتیجه آن به درست؛ یا نادرست به انجامد.   یک جمله خبر

𝑃بنامیم، در این صورت طرز نوشته  𝑃اگر یک بیان را   ≡ 𝑇 برای بیان درست و طرز نوشته   

𝑃 ≡ 𝐹   .برای بیان نا درست استعمال می گردد 

 می باشد.  𝑃نفی بیان  𝑃~بر علاوه آن  

 ترکیب بیان ها  

ی آنها را در نظر داشته باشید.  𝑞و  𝑃اگر    دو بیان باشد، روبط ذیل بتر

𝑝ترکیب  .1 ∧ 𝑞  ( عطفی است.   ∧را بنام ترکیب عطفی بیان ها می نامند. این )( علامه )و 

𝑝ترکیب  .2 ∨ 𝑞  ( فصلی است.  ∨را بنام ترکیب فصلی بیان ها می نامند. این )( علامه )یا 

𝑝ترکیب  .3 ⇒ 𝑞  ( وط بیان ها یادد می شود. این وط است. ⇒بنام ترکیب مسرر  ( علامه مسرر

𝑝ترکیب  .4 ⇔ 𝑞  .وط دو طرفه یاد می گردد  بنام ترکیب مسرر

𝑝مثال: هرگان بیان های  ≡ (2 + 4 = 𝑞و)مرب  ع عدد که منفی نباشد(   (6 داده شده    ≡

𝑝  ،𝑞  ،~𝑝 ،~𝑞  ،𝑝باشد، نتیجه بیان های  ∨ 𝑞 ،𝑝 ∧ 𝑞 ،~(𝑝 ∧ 𝑞)      ~(𝑝 ∨ 𝑞) 

 را دریافت کنید. 

 حل: 

~(𝑝 ∨ 𝑞) ~(𝑝 ∧ 𝑞) 𝑝 ∨ 𝑞 𝑝 ∧ 𝑞 ~𝑞 ~𝑝 𝑞 𝑝 
𝐹 𝑇 𝑇 𝐹 𝑇 𝐹 𝐹 𝑇 
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 فعالیت ها: 

 انحراف چارک ها چیست؟   ➢

 یک مثال از انحراف چارک ها کار نمائید.  ➢

 واریانس چیست؟ و تفاوت واریانس با انحراف معیاری چیست؟  ➢

 انحراف معیاری چیست؟ ➢

ی چارک ها، واریانس و انحراف معیاری را مشخص کنید.  ➢  تفاوت بتر

 استدلال یعنی چه؟  ➢

 استدلال درک شهودی روی کدام قضیه ها کار می شود؟  ➢

 استدلال استقرابی چیست؟ ➢

 منطق ریاضی چیست؟  ➢


