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 مفاهیم کلیدی درس )مفهوم لمیت(

 :تعریف لمیت

 متغیر  مفهوم لمیت به ما می
ً

  (𝑥گوید که وقتی متحول )مثلا
ً

نزدیک  (𝐴به یک عدد خاص )مثلا

دهنده رفتار تابع در نزدیکی یک  نشانچه رفتاری دارد. به عبارت دیگر، لمیت  (𝑦) شود، تابعمی

 .نقطه خاص است، حتی اگر آن نقطه تعریف نشده باشد 

 :مثال ساده از لمیت

= 𝑦 فرض کنید تابعی به نام  𝑥² − به عدد  y نزدیک شود، مقدار تابع  2به عدد   𝑥 داریم. اگر 1 

− 𝑥² گوییم که »لمیت تابعشود. به این مینزدیک می  3 شود، برابر نزدیک می  2به   x وقتی که 1 

 است.«  3

می تابع  یک  چطور  بدانید که  بخواهید  شاید  آن  اما  در  اینکه  بدون  شود  نزدیک  عدد  یک  به  تواند 

 به همان مقدار برسد. اینجاست که مفهوم لمیت وارد می
ً

 !شودنقطه دقیقا

شت  معمای دویدن خرگوش و سنگ
ُ
 پ

سنگ و  خرگوش  مسابقه  شاید  قصه  را  میپُشت  باشید.  بازگو  شنیده  دیگری  شکل  به  آنرا  خواهیم 

وش در جنگل با سرعتی بسیار کنیم که به زبان ریاضی نزدیک
َ

تر باشد. فرض کنید خرگوش، قهرمان د

پُشت )که یک بالا، در حال دویدن به سمت خط پایان مسابقه است. حالا در این مسابقه، سنگ

طور طبیعی خیلی کندتر از خرگوش حرکت  پُشت بهموجود بسیار کند است( هم حضور دارد. سنگ

 .کندمی

 :اما داستان جالب اینجاست

سنگ  ابتدا،  دویدن در  به  وع  سرر خرگوش  وقتی  یعتی  دارد.  قرار  خرگوش  از  جلوتر  قدم  چند  پُشت 

نقطهمی به  وقتی که  درست  سنگکند،  می ای که  داشته  قرار  او  دویدن  آغاز  لحظه  در  رسد،  پُشت 

است. سنگ رفته  جلوتر  و کمی  نیست  نقطه  آن  در  لحظه  این  در  است  حرکت  حال  در  پُشت که 

می حرکت  سرعت  به  خرگوش  آنکه  وجود  با  سنگپس  به  دارد  قصد  و  این کند  در  اما  برسد،  پُشت 

رود. به پُشت کمی بیشیی جلو میرسد، سنگمسابقه عجیب، هر زمان که خرگوش به یک نقطه می

 .رودپُشت هم مقداری جلوتر میکند، سنگعبارت دیگر، هر وقت خرگوش یک مسافت را طی می

رسد پُشت میکند. حالا سوال اینجاست: آیا خرگوش به سنگاین اتفاق به طور مداوم ادامه پیدا می

؟  !یا خیر

 :پاسخ معما و ارتباط با لمیت

می نشان  معما  این  دقت کنید،  نمیاگر  هرگز  خرگوش  به  دهد که  اگر  سنگتواند  حتی  برسد،  پُشت 

پُشت رسد، سنگای میسرعت خرگوش بسیار زیاد باشد. چرا؟ چون همیشه وقتی خرگوش به نقطه

 !هم مقداری بیشیی جلو رفته است

 به سنگاما نکته
ً

رسد. چرا؟ چون پُشت میی جالب اینجاست که در دنیای واقعی، خرگوش قطعا

سنگ و  خرگوش  ی  بیر فاصله  مرحله،  هر  میدر  پیدا  تدریجی کاهش  طور  به  در  پُشت  اگر  حتی  کند، 

 .تواند به او برسدابتدا به نظر برسد که خرگوش نمی

 :مفهوم لمیت

می توضیح  را  ریاضیات  در  لمیت  مفهوم   
ً

دقیقا معما  بگوییم این  اینکه  جای  به  حقیقت،  در  دهد. 

سنگ به  واقعی  طور  به  نمیخرگوش  میپُشت  سنگرسد،  سمت  به  »خرگوش  پُشت گوییم که 

 .شودها با گذر زمان بیشیی می دود« و این نزدیکیمی

می نزدیک  نقطه  یک  به  ی  ی چیر اینکه  یعتی  در  لمیت  نرسد.  نقطه  آن  به   
ً

دقیقا هرگز  اگر  حتی  شود، 

شود ولی وقتی که مسافه و زمان تر میپُشت نزدیکطور مداوم به سمت سنگاین معما، خرگوش به

 رسد. پُشت نمیهای کوچک و کوچکیی تقسیم کنیم، خرگوش هرگز به سنگرا به واحد 

ینتیجه   :گیر

سنگ به  خرگوش  واقعی،  دنیای  میدر  میپُشت  استفاده  لمیت  از  ما  ریاضیات،  در  اما  تا رسد،  کنیم 

می جلو  به  خرگوش  هرچه  دهیم که  سنگنشان  به  نزدیکرود،  میپُشت  ابتدا تر  در  اگر  حتی  شود، 

 .فاصله زیادی باشد

می نشان  ما  به  مثال  بهاین  ریاضیات  در  لمیت  »نزدیک  دهد که  یا  و  »تقریب«  معتی  به  ساده  طور 

 به آن نقطه نمیشدن« به یک نقطه است، ولی هیچ
ً

 .رسیموقت دقیقا

 :
ی

 چالش شایستگ

سنگ .1 و  خرگوش  ی  بیر اولیه  فاصله  شود،   𝑑0پُشت  اگر  نصف  فاصله  این  مرحله  هر  در  و  باشد 
ی ای که خرگوش باید طی کند تا به سنگفاصله های پُشت برسد را به صورت یک تابع از تعداد خیر

 .رسد( بنویسیدپُشت میخرگوش )تعداد دفعاتی که خرگوش به نقطه قبلی سنگ
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ها بنویسید. اگر زمان هر پرش زمان لازم برای هر پرش خرگوش را به عنوان تابعی از تعداد پرش .2
نسبت فاصله طی  به  پرشمیای که  زمان کلی  پیدا کند،  صورت یک  شود کاهش  به  را  خرگوش  های 

 .ها بیان کنیدتابع از تعداد پرش
 پُشت برسد؟تواند به سنگچه لمیتی برای این توابع وجود دارد؟ چه زماتی خرگوش می .3

ن دو موتر:   معمای پرواز پرنده بیر

کنند و یک پرنده از روی یکی از  فرض کنید دو موتر از دو سمت جاده به سمت یکدیگر حرکت می

 به سوی موتر قبلی برمیها به روی دیگری میآن 
ً

طور گردد. پرنده این کار را به پرد و بدون توقف، فورا

وقفه از روی یکی به سوی شوند، پرنده تی تر میدهد در حالیکه موترها به هم نزدیکمداوم ادامه می 

دهد؟ آیا برای پاسخ گردد، سؤال این است که پرنده چند بار این کار را انجام میپرد و برمیدیگری می

ی دو موتر داریم؟  ی فاصله دقیق بیر  به این سوال نیاز به دانسیی

 :جواب ساده و مفهوم لمیت

می دیگری  روی  به  موترها  از  یکی  روی  از  پرنده  دفعاتی که  تعداد  معما،  نوع  این  مفهوم در  به  پرد، 

 .دهدشود و لمیت را نشان می"تقریب" نزدیک می

 چرا به فاصله نیاز نداریم؟ 

ی دو موتر نیستبرای حل این مسئله،   ی دقیق فاصله بیر ، بلکه مفهوم لمیت به ما نیازی به دانسیی

کند که بفهمیم چگونه پرنده به طور پیوسته در حال پریدن از یک موتر به دیگری است، کمک می

د کمیی و کمیی میهرچند که هر بار فاصله  .شودای که باید بیر

 چطور؟

می طولاتی  مسافتی  پرنده  ابتدا،  یک  در  از  پرنده  بار که  هر  هم،  به  موترها  شدن  نزدیک  با  اما  پرد، 

های کوچک  شود، اما وقتی ما زمان و مسافت را به واحد پرد، فاصله کمیی و کمیی میموتر به دیگری می

میو کوچک باقی  آمد  و  رفت  حالا  در  دائم  پرنده  نمائیم،  تقسیم  این تر  به  این  ریاضیات،  در  ماند. 

نمی طور کامل متوقف  به  هرگز  پرنده  میمعناست که  پرش  و کمیی  بار کمیی  هر  بلکه  ولی  شود،  کند، 

ها به سمت  کند. یعتی تعداد پرشنهایت ادامه پیدا میدر نهایت، به صورت تئوریک، این فرایند به تی 

 .شودیک قیمت بسیار بسیار کوچک نزدیک می  رود، اما مسافه هر پرواز و زمان پرواز بهنهایت میتی 

ینتیجه   :گیر

دهد، اما چون هر بار که از یک موتر به دیگری پایاتی انجام میهای تی پرنده به طور نظری تعداد پرش

دهد که البته شود، در عمل پرنده تنها تعداد محدودی پرش انجام می پرد، فاصله کمیی و کمیی میمی

 .شودنهایت به صفر نزدیک میدر تی 

 همان مفهوم لمیت را نشان می
ً

دهد وقتی دو موتر به هم نزدیک  دهد، که نشان میاین سوال دقیقا

نهایت دهد به تی پرد(، تعداد دفعاتی که پرنده این کار را انجام میشوند )و پرنده از یکی به دیگری میمی

ی زمان شود، اما هر پرش فاصلهنزدیک می ای کمیی از قبل خواهد داشت و در نتیجه فاصله پرواز و نیر

 کند. پرواز به سمت صفر تقرب می

ن دو موتر نیاز داریم؟   آیا به فاصله بیر

ی  دانسیی به  نیازی  لمیت،  مفهوم  از  استفاده  و  ریاضی  نظر  از  سوال  این  به  دادن  پاسخ  برای   ، خیر

ی دو موتر نیست. مهم این است که موترها چه یک کیلومیی فاصله داشته باشند و  فاصله دقیق بیر

، فقط زماتی که به یکدیگر بسیار نزدیک می ی آنیا فقط چند میی ها به صفر تقرب شوند و فاصله بیر

 کند.  نهایت میل میها به سمت تی کند، در آن زمان است که تعداد پرشمی

 :
ی

   چالش شایستگ

موتر   .1 دو  ی  بیر اولیه  فاصله  فاصله  𝑑0اگر  شود،  نصف  فاصله  این  مرحله  هر  در  و  ای که باشد 
پرش تعداد  از  تابع  یک  صورت  به  را  پرش کند  مداوم  طور  به  موتر  دو  ی  بیر تا  طی کند  باید  ها  پرنده 

 .بنویسید 
کند کاهش پیدا کند، زمان کل ای که طی میاگر زمان لازم برای هر پرش پرنده به نسبت فاصله .2

 .ها بنویسیدهای پرنده را به صورت یک تابع از تعداد پرشپرش
طور نظری رسد و چه زماتی بهچه لیمیتی برای این توابع وجود دارد؟ در نهایت، پرنده به کجا می .3

 رسد؟ به طور کامل به پایان می
 درس دوم 

 :درس کلی هدف

 نقطه یک نزدیکی در  تابع رفتار از تریدقیق درک آموزاندانش  که است این درس این از هدف
 «لمیت خواص» ،«چپ سمت لمیت» ،«راست سمت لمیت» مفاهیم با و  آورند دست  به خاص

ات از  تریدقیق تحلیل بتوانند تا شوند آشنا «نستی  توابع لمیت» و  .دهند ارائه توابع رفتار و تغییر

 

 درس  کلیدی مفاهیم .1

 چپ  سمت و راست سمت لمیت 1.1

 :تعریف
  خاص عدد یک به 𝑥 که وقتی  بدانیم خواهیممی و داریم 𝑓(𝑥) نام به تابعی کنید فرض

ً
 𝑎 مثلا

 .دارد رفتاری چه تابع شود،می نزدیک

 :آن نماد  شود، نزدیک 𝑎 سمت به 𝑎 از تربزرگ سمت از 𝑥 وقتی  :راست سمت لمیت •
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lim
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥) 

 :آن نماد  شود، نزدیک 𝑎 سمت به 𝑎 از ترکوچک سمت از 𝑥 وقتی  :چپ سمت لمیت •
lim
𝑥→𝑎−

𝑓(𝑥) 

 نقطه آن در کلی لمیت که گوییممی باشند، برابر چپ سمت و راست سمت لمیت اگر :مهم نکته
 :دارد وجود

lim
𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) = 𝐿 اگر تنها و اگر lim

𝑥→𝑎−
𝑓(𝑥) = lim

𝑥→𝑎+
𝑓(𝑥) = 𝐿 

 راست و  چپ سمت از تابع رفتار قدرمطلق، یا ایپله  تابع مانند تابعی گراف در :تصویری مثال
 متفاوت ولی  باشد داشته وجود سمت  دو از است ممکن لمیت حالت،  این در .است متفاوت

 .باشد نداشته وجود کلی لمیت بنابراین و باشد
 مانند  تابعی  گراف رسم :عملی تمرین

𝑓(𝑥) = {
𝑥 + 1 𝑥 < 2
𝑥2 𝑥 ≥ 2

 

𝑥 در چپ و راست سمت از لمیت اینکه بررسی و =  .نه یا است برابر 2

 

 هالمیت خواص 1.2

ی عملیات مانند هالمیت  :یعتی  .کنندمی رفتار جیی

 :تفریق و جمع .1

lim
𝑥→𝑎
[𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥)] = lim

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) ± lim

𝑥→𝑎
𝑔(𝑥) 

ب .2  :ضن

lim
𝑥→𝑎
[𝑓(𝑥) ⋅ 𝑔(𝑥)] = lim

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) ⋅ lim

𝑥→𝑎
𝑔(𝑥) 

 :تقسیم .3

lim
𝑥→𝑎

[
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
] =

lim
𝑥→𝑎
𝑓(𝑥)

lim
𝑥→𝑎
𝑔(𝑥)

طی  به  lim𝑔(𝑥) که سرر ≠ 0 

یب .4  :عددی ضن

lim
𝑥→𝑎
[𝑐 ⋅ 𝑓(𝑥)] = 𝑐 ⋅ lim

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) 

lim𝑥→1𝑓(𝑥) اگر :تمرین = lim𝑥→1𝑔(𝑥) و 2 =  :بیابید  را زیر مقادیر باشد، 3

• lim𝑥→1[𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)] 

• lim𝑥→1[𝑓(𝑥) ⋅ 𝑔(𝑥)] 

• lim𝑥→1[5 ⋅ 𝑓(𝑥)] 

 

 نسبی )گویا(  توابع لمیت 1.3

 :هستند زیر شکل به نستی  توابع

𝑓(𝑥) =
𝑃(𝑥)

𝑄(𝑥)
 

 .هستند ایچندجمله 𝑄(𝑥) و 𝑃(𝑥) آن در که
 :رایج مسائل

 مبهم حالت :کنندمی میل صفر به دو  هر مخرج و صورت •
0

0
 .شودمی ایجاد 

ی یا تجزیه کنیم، سازیساده  باید •  .کنیم فاکتورگیر

 :مثال

lim
𝑥→2

𝑥2 − 4

𝑥 − 2
 

 :سازی ساده
𝑥2 − 4

𝑥 − 2
=
(𝑥 − 2)(𝑥 + 2)

𝑥 − 2
= 𝑥 + 2 

 :کنیممی حساب را لمیت حالا
lim
𝑥→2
𝑥 + 2 = 4 

 مفهومی  معمای  .2

 :قطار و متحرک پل معمای

 قطار .شودمی  باز آرامیبه  پل .است حرکت حال در متحرک پل یک سمت به قطاری کنید فرض
 حال در نقطه آن شود،می نزدیک پل از اینقطه  به قطار که لحظه هر ولی  رسد،می پل نزدیکی به

ی  بالا  حرکت به همچنان قطار شود،می باز پل اینکه با اما .نیست مکان آن در دیگر و است رفیی
 .شودمی ترنزدیک و ترنزدیک پل به رسدمی نظربه و دهدمی ادامه
 کند؟می توصیف چطور لمیت

 .شودمی نزدیک خاص مقدار یک به لحظه هر پل به نسبت قطار موقعیت •
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 .شودمی نزدیک «پل شدنبسته  موقعیت لمیت» به قطار گفت توانمی سو یک از •

 خارجی  وجود  که موقعیتی  به قطار و شودمی باز بیشیی  کمی لحظه هر پل دیگر، سوی از اما •
 .شودمی نزدیک ندارد

 :دارجهت و نسبی  تابع  یک لمیت

 تابع اگر

𝑓(𝑥) =
𝑥2 − 9

𝑥 − 3
 

یم، نظر در را  :کنید بررسی بگیر

𝑥 راست سمت لمیت • → 3+ 

𝑥 چپ سمت لمیت • → 3− 

𝑥 در کلی لمیت • = 3 

 :کنیممی ساده را تابع :پاسخ
𝑥2 − 9

𝑥 − 3
=
(𝑥 − 3)(𝑥 + 3)

𝑥 − 3
= 𝑥 + 3 (𝑥 ≠ 3) 

 :پس
lim
𝑥→3+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→3−

𝑓(𝑥) = 6 ⇒ lim
𝑥→3
𝑓(𝑥) = 6 

 درس  خلاصه

 :آموزان دانش درس، این در

ی  تفاوت • ندمی یاد را چپ و راست سمت لمیت بیر  .گیر

 .کنندمی تمرین عملی صورت به را هالمیت ایپایه خواص •

، توابع تحلیل با • ی  و سازیساده مهارت نستی  .آورندمی دست به را لمیت یافیی

 .کنندمی درک ترعمیق را لمیت در تقریب  و نزدیکی مفهوم جذاب، های مثال و معماها طریق از •
ی مشتق( )مشتقات، مشتق یک   تابع، تعبیر هندسی مشتق، قوانیر

 هدف کلی درس: 
است  آمده  ریاضیات  در  بامشتق  مرتبط  اصلی  مفاهیم  از  خلاصه  و  توضیح کامل  یک  اینجا  در 
ات( یک تابع است. به عبارت دیگر، مشتق   ، بررسی و تحلیل )نرخ تغییر ی مشتقات اصلی مشتق گرفیی

 کند. گوید که یک تابع چگونه و با چه سرعتی تغییر میبه ما می

یک   - :اند ازکاربردهای اصلی مشتق عبارت ی فیر در  شتاب  و  سرعت  در  -محاسبه  روندها  تحلیل 
ات لحظهمدل -سازی مسائل )کمینه/بیشینه کردن توابع(  بهینه   –اقتصاد   ای در علوم سازی تغییر

 مهندسی و پزشکی 
 :  میل یک محبن

می سازد. اگر گراف   xمیل عبارت تانجانت زاویه است که گراف یک با تابع با محور مثبت  تعریف:  

 تابع یک خط مستقیم باشد میل آن دارای خصوصیات زیر است: 

 میل آن در تمام نقاط ثابت است
 اگربخواهم میل خط مستقیم را دریافت کنید از رابطه زیر استفاده می کنیم. 

 

𝑚 = 𝑡𝑎𝑛𝜃 =
𝑦2 − 𝑦1
𝑥2 − 𝑥1

 

 

 

 

اگر تابع دارای درجه بزرگیی از یک باشد گراف آن شکل خط منحتی 
مسیر منحتی ،تغییر  را دارا است و میل آن در هر نقطه در اثر تغییر

می نماید بنا آن میل آن را در هر نقطه باید مطالعه کنیم. برای دریافت میل در هر نقطه یک مماس 
بالای منحتی در همان نقطه ترسیم نموده که میل منحتی در یک نقطه در حقیقت مساوی با میل 

 مماس بالای منحتی در همان نقطه می باشد. 
 
 

: 𝑓′(𝑥) = limℎ→0
𝑓(𝑥+ℎ)−𝑓(𝑥)

ℎ
 

 

 

یم:   جهت وضاحت بیشیی مثال زیر را در نظر می گیر
𝑦: میل منحتی 1مثال = 𝑥2  را دریافت نموده وآنرا در𝑥 =  محاسبه نمایید.     3

   𝑓(𝑥)́ =́ lim
ℎ→0

𝑓(𝑥 + ℎ) − 𝑓(𝑥)

ℎ
= lim
ℎ→0

(𝑥 + ℎ)2 − 𝑥2

ℎ

= lim
ℎ→0

𝑥2 + 2𝑥ℎ + ℎ2 − 𝑥2

ℎ
= lim
ℎ→0

ℎ(2𝑥 + ℎ)

ℎ
= lim
ℎ→0
(2𝑥 + ℎ)

= 2𝑥 + 0    

 

 = 2𝑥 => 𝑓′(3) = 2 ⋅ 3 = 6 
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ات متوسط تابع:   نماییم  تغییر محاسبه  متحول  ات  تغییر واحد  هر  در  را  تابع  ات  تغییر تغییر هرگاه 
تغ  ، متحول  تغییر  واحد  قی  در  تابع  ات  تغییر یا  و  شود  می  حاصل  تابع  می متوسطه  تابع  متوسط  ییر 

 نامیده می شود
 

 

 

 

 

 مشتق یک تابع: 
 برای مشتق یک تابع دو نوع تعریف ارایه می کنیم: 

ی  مشتق:  تزاید لحظه ای تابع را مشتق می نامند ویا مشتق عبارت از لیمت نسبت   تعریف الجیی
ات متحول به صفر تقرب نماید.  ات متحول بوده زماتی که تغییر ات تابع وتغییر  تغییر

     𝑓′(𝑥) =
∆𝑦

∆𝑥
= lim
∆𝑥→0

𝑓(𝑥+∆𝑥)−𝑓(𝑥)

∆𝑥
 

یم.  مثال زیر را در نظر می گیر  جهت وضاحت بیشیی

𝑓(𝑥)مثال:مشتق تابع  = 2𝑥   .را دریابید 

𝑓(𝑥)́ = lim
∆𝑥→0

𝑓(𝑥 + ∆𝑥) − 𝑓(𝑥)

∆𝑥
     

lim
∆𝑥→0

2(𝑥 + ∆𝑥) − 2𝑥)

∆𝑥
= lim
∆𝑥→0

2𝑥 + 2∆𝑥 − 2𝑥

∆𝑥
 =
2∆𝑥

∆𝑥
  = 2 

  

 .مشتق عبارت از میل مماس در نقطه تماس بالای منحتی می باشدتعریف هندسی مشتق: 
,𝒑(𝒂اگر نقاط     f(x)در گراف تابع   𝒇(𝒂))  و نقطه𝑸((𝒂 + ∆𝒙), (𝒇(𝒂 + ∆𝒙))   دو نقطه

 از رابطه زیر بدست می آید.    Qو Pروی گراف باشند میل خط عبور کننده از دو نقطه 

𝑚𝑃𝑄 =
𝑓(𝑎 + ∆𝑥) − 𝑓(𝑎)

(𝑎 + ∆𝑥) − 𝑎
                  

 
⇒   𝑚𝑃𝑄 =

𝑓(𝑎 + ∆𝑥) − 𝑓(𝑎)

∆𝑥
 

𝑄)میل کند    P به سمت نقطه Qاگر نقطه  → 𝑃  
 
⇒ ∆𝑋 → در این صورت مستقیم قاطع  (0

PQ    به خط مماسT  برمنحتی گراف در نقطهP   تبدیل می شود که میل این خط مماس همان مشتق

 است Pتابع در نقطه 

 

 

  

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 
 
 
 

ن مشتقات:     قوانیر
𝑦 = 3

 
⇒ 𝑦́= 0 

𝑦 = 7𝑥
 
⇒ 𝑦́= 7 

𝑦 = 2𝑥3
 
⇒ 𝑦́= 6𝑥2 

𝑦 = 3𝑥2 − 5𝑥 + 7
 
⇒ 𝑦́= 6𝑥 − 5 

𝑦 = (2𝑥2)(4𝑥)
 
⇒ 𝑦́= 4𝑥 ∙ 4𝑥 + 4 ∙ 2𝑥2 = 16𝑥2 + 8𝑥2 

𝑦 = 𝑚 ∙ 4𝑥
 
⇒ 𝑦́= 4𝑚 



Page 6 of 39 
 

𝑦 =
3𝑥2

4𝑥

 
⇒ 𝑦́=

6𝑥 ∙ 4𝑥 − 4 ∙ 3𝑥2

16𝑥2
= 
12𝑥2

16𝑥2
 

𝑦 =
2𝑥2

8

 
⇒ 𝑦́=

4𝑥

8
 

𝑦 =
3

5𝑥

 
⇒ 𝑦́=

−15

25𝑥2
 

𝑦 = 3 ∙ 2𝑥2
 
⇒ 𝑦́= 2 ∙ 3 ∙ 4𝑥 ∙ 2𝑥 = 48𝑥2 

𝑦 = √2𝑥
 
⇒ 𝑦́=

2

2√2𝑥
 

𝑦 = √𝑥3
5  

⇒ 𝑦́=
3∙3𝑥2

5 √𝑥5−3
5 = 

9𝑥2

5 √𝑥2
5   

    
مشتق تابع جذری درجه دوم مساوی است به مشتق تابع مجذور بر دو چند همان تابع .  1قضیه  

𝑦جذری در مخرج یعتی                                                     = √𝑢 ⇒ 𝑦′ =
𝑢′

2√𝑢
 

 ثبوت. 
 

𝒚 + 𝜟𝒚 = √𝒖 + 𝜟𝒖 

𝜟𝒚 = √𝒖 + 𝜟𝒖 − √𝒖 =
𝒖 + 𝜟𝒖 − 𝒖

√𝒖 + 𝜟𝒖 + √𝒖
 

𝜟𝒚

𝜟𝒙
= (

𝜟𝒖

𝜟𝒙
⋅

𝟏

√𝒖 + 𝜟𝒖 + √𝒖
) 

𝒍𝒊𝒎
𝜟𝒙→𝟎

𝜟𝒚

𝜟𝒙
= 𝒍𝒊𝒎
𝜟𝒙→𝟎

𝜟𝒖

𝜟𝒙
⋅ 𝒍𝒊𝒎
𝜟𝒙→𝟎

𝟏

√𝒖+𝜟𝒖+√𝒖
که   𝑙𝑖𝑚میدانیم 

𝛥𝑥→0
𝛥𝑢 = این      0 بر  بنا  است، 

𝐥𝐢𝐦
∆𝒙→𝟎

𝟏

√𝒖+∆𝒖+√𝒖
=

𝟏

𝟐√𝒖
 میباشد، فلهذا   

𝑦′ = 𝑢′ ⋅
1

2√𝑢
=
𝑢′

2√𝑢
 

𝑓(𝑥)مشتق تابع . 1مثال = √6𝑥2 − 7𝑥 در𝑥 =  محاسبه کنید.  3

𝑓′(𝑥)              -حل =
(6𝑥2−7𝑥)′

2√6𝑥2−7𝑥
=

12𝑥−7

2√6𝑥2−7𝑥
⇒ 𝑓′(3) =

29

2√54−21
=

29

2√33
 

ه ای   مشتق تابع مرکب یا قاعدۀ زنجیر
مرکب   ازتوابع  ی  طرزمشتقگیر اند  شده  ثابت  تاکنون  که  ی  مشتقگیر ازقواعد  هیچیک 

𝑥2√نظیر  + 1
3

)𝑠𝑖𝑛ویا     𝑠𝑖𝑛 𝑥)    پردازیم می  دیگری  قاعدۀ  اثبات  به  اینک  لذا   ، مانمی گوید  رابه 
ه ای موسوم   که مشتق تابع مرکب رابرحسب مشتقات توابع مؤلفۀ آن بیان می کند ، قاعدۀ زنجیر

 است ، به قدرکاقی 

کنیم   فرض   . باشد  می  پیچیده  کمی  آن  اثبات  ولی  بطوریکه   𝑔و   𝑓ساده   ، باشند   𝑓دوتابع 
مقدار   𝑓(𝑥)در𝑔و 𝑥در یعتی   ،𝑓 در𝑥 مرکب تابع  دهیم که  می  نشان  بزودی   . مشتقپذیرباشد   ،

𝑔(𝑓(𝑥)) در ی  مشتق پذیربوده ودارای مشتق  𝑥نیر
𝑑

𝑑𝑥
𝑔(𝑓(𝑥)) = 𝑔′(𝑓(𝑥)) ⋅ 𝑓′(𝑥)(𝐼) 

 هرگاه  
ً

𝑓(𝑥)می باشد که درآن پریم مشتق نسبت به شناسۀ تابع رانشان می دهد ، مثلا = 𝑥2 +

𝑔(𝑥)و    1 = √𝑥
3

آنگاه      ،𝑔(𝑓(𝑥)) = √𝑥2 + 1
3

   ، علاوه  به   .𝑓هر پذیراست   𝑥برای  مشتق 
آنکه  هر  𝑔حال  𝑥برای  > از  0 هرقیمت  برای  𝑥2زیرا𝑓ودرنتیجه  + 1 ≥ 1    ، پذیرمیباشد  مشتق 

حالت   𝑔′(𝑥)دراین  =
1

3 √𝑥2
𝑓′(𝑥)و    3 = 2𝑥  ( ای  ه  زنجیر قاعدۀ  درنتیجه   ،I  زیررابخود شکل   )

د.   میگیر

𝑑

𝑑𝑥
(√𝑥2 + 1
3

) =
1

3√(𝑥2 + 1)2
3

⋅ 2𝑥 =
2𝑥

3√(𝑥2 + 1)2
3

 

ه ای( .   2قضیه مشتق پذیرباشد ، دراین صورت تابع  𝑓(𝑥)در  𝑔و𝑥در 𝑓فرض کنیم  ) قاعدۀ زنجیر
𝑔مرکب  ∘ 𝑓 در𝑥  . مشتق پذیراست ومشتقش ازرابطۀ ذیل بدست می آید 

𝑦́= 0 

𝑦́= 𝑎 

𝑦́=𝑎 ∙ 𝑛𝑥𝑛−1 

𝑦́= 𝑢 +́ 𝑣́ 

𝑦́= 𝑢 ∙́  𝑣+𝑣́ ∙ 𝑢 

𝑦́= 𝑎 ∙ 𝑢́ 

𝑦́= 
𝑢 ∙́ 𝑣−𝑣∙𝑢́

𝑣2
 

𝑦́= 
𝑢́

𝑎
 

𝑦́= 
−𝑎𝑢́

𝑢2
 

 

𝑦́= 𝑚 ∙ 𝑎 ∙ 𝑢 ∙́ 𝑢𝑚−1 

𝑦́= 
𝑢́

2√𝑢
 

𝑦́= 
𝑛∙𝑢́

𝑚 √𝑢𝑚−𝑛
𝑚  

 

 

1) 𝑦 = 𝑎 
2) 𝑦 = 𝑎𝑥 
3) 𝑦 = 𝑎𝑥𝑛 
4) 𝑦 = 𝑢 + 𝑣 +⋯ 
5) 𝑦 = 𝑢 × 𝑣 
6) 𝑦 = 𝑎𝑢 

7) 𝑦 =
𝑢

𝑣
 

8) 𝑦 =
𝑢

𝑎
 

9) 𝑦 =
𝑎

𝑢
 

 

10) 𝑦 = 𝑎𝑢𝑚 

11) 𝑦 = √𝑢 

12) 𝑦 = √𝑢𝑛
𝑚
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𝑑

𝑑𝑥
(𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥) = 𝑔′(𝑓(𝑥)) ⋅ 𝑓′(𝑥)(𝐼′) 

𝑦در 𝑔اختیاری( . چون  ثبوت )  = 𝑓(𝑥)  مشتق پذیراست ، داریم 

𝑙𝑖𝑚
𝛥𝑦→0

𝑔(𝑦 + 𝛥𝑦) − 𝑔(𝑦)

𝛥𝑦
= 𝑔′(𝑦) ∨

𝑔(𝑦 + 𝛥𝑦) − 𝑔(𝑦)

𝛥𝑦
= 𝑔′(𝑦) + 𝜀(𝛥𝑦)(𝐼𝐼) 

𝑙𝑖𝑚که درآن  
𝛥𝑦→0

𝜀(𝛥𝑦) = 𝑥. بنابه ) وقتی که    0 → 𝑎    ،𝑓(𝑥) → 𝐿    اگروفقط اگر𝑓(𝑥) = 𝐿 +

𝑒(𝑥)  که درآن وقتی ،𝑥 → 𝑎 ،𝑒(𝑥) → ب ربطه ) 0  درمییابیم 𝛥𝑦(درII(.باضی
𝑔(𝑦 + 𝛥𝑦) − 𝑔(𝑦) = [𝑔′(𝑦) + 𝜀(𝛥𝑦)]𝛥𝑦(𝐼𝐼𝐼) 

( اگرچه  توجه کنیم که  است  بافرض  IIمهم   )𝛥𝑦 ≠ 0  ( فرمول   ، است  شده  حاصل  IIIنوشته   )
 (IIاز)

𝛥𝑦برای  ≠ 𝛥𝑦، حتی درصورت   0 = درست است ، زیرا افزایش  0 ی 𝑔(𝑦نیر + 𝛥𝑦) − 𝑔(𝑦)  
نظرازانتخاب   𝛥𝑦،برای    𝜀(0)ضف  = حال  0 ب  تا   . برای    𝜀(𝛥𝑦)صفراست  𝛥𝑦فقط  ≠ 0  

قلمرو   اکنون  ولی  است،  شده  فرض    𝜀(𝛥𝑦)تعریف  با  𝜀(0)را  = ساخته    0 در  𝜀(𝛥𝑦)وسیع  را 
𝛥𝑦 = 0  ( سازیم.حال  می  به  IIIپیوسته  را   )𝛥𝑥   لیمت و  تقسیم کرده   ، مستقل  متحول  نمو  یعتی 

𝛥𝑥آن را وقتی  → یم. این کار نتیجه می دهد که  0  می گیر

𝑙𝑖𝑚
𝛥𝑥→0

𝑔(𝑦 + 𝛥𝑦) − 𝑔𝑦

𝛥𝑥
= 𝑙𝑖𝑚
𝛥𝑥→0

[𝑔′(𝑦) + 𝜀(𝛥𝑦)] ⋅ 𝑙𝑖𝑚
𝛥𝑥→0

𝛥𝑦

𝛥𝑥
(𝛪𝑉) 

 که در آن 
𝛥𝑦 = 𝑓(𝑥 + 𝛥𝑥) − 𝑓(𝑥)(𝑉) 

مستقل   متحول  چون    yتزاید  علاوه،  لذا در    xدر    fاست. به  و  است   است پیوسته  xمشتق پذیر 
𝛥𝑥 → 𝛥𝑦ایجاب می کند که  0 →  . در نتیجه 0

 𝑙𝑖𝑚
𝛥𝑥→0

𝜀(𝛥𝑦) = 𝑙𝑖𝑚
𝛥𝑦→0

𝜀(𝛥𝑦) = 0(𝑉𝛪)  

𝜀(0)امرکه  این = 𝜀(𝛥𝑦)ودر نتیجه0 = 𝛥𝑦در 0 = ی اهمیت   0 پیوسته است دراین نتیجه گیر
 دارد  

𝛥𝑦زیرا برقراری ≠ ی کرد) به یاد آورید که0  𝛥𝑥مقدار  دلخواه نیست بلکه با  𝛥𝑦را نمی توان تضمیر
ی می شود( از روابط   نتیجه می شود که  (𝑉𝛪)تا  (𝛪𝑉)معیر

𝑙𝑖𝑚
𝛥𝑥→0

𝑔(𝑦 + 𝛥𝑦) − 𝑔(𝑦)

𝛥𝑥
= 𝑔′(𝑦) ⋅ 𝑓 ′(𝑥) = 𝑔′(𝑓(𝑥)) ⋅ 𝑓 ′(𝑥) 

 
ً

𝑙𝑖𝑚                یا معادلا
𝛥𝑥→0

𝑔(𝑓(𝑥+𝛥𝑥))−𝑔(𝑓(𝑥))

𝛥𝑥
= 𝑔′(𝑓(𝑥)) ⋅ 𝑓 ′(𝑥)(𝑉𝛪𝛪)   

𝑦زیرا   = 𝑓(𝑥)    و𝑦 + 𝛥𝑦 = 𝑓(𝑥 + 𝛥𝑥)    ه ای کامل است،   (𝛪𝛪)یا    (𝛪)حال ثبوت قاعده زنجیر
ی جز مشتق تابع مرکب  (𝑉𝛪𝛪)زیرا لیمت   ی 𝑔(𝑓(𝑥))چیر = (𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥)   .[1]نیست  

 فرض کنیم پس مشتق تابع مرکب را می نویسیم  yرا  𝑔(𝑓(𝑥))و   uبه  𝑓(𝑥)اگر  
𝛥𝑦

𝛥𝑥
=
𝛥𝑦

𝛥𝑢
⋅
𝛥𝑢

𝛥𝑥
 

𝑙𝑖𝑚
𝛥𝑥→0

𝛥𝑦

𝛥𝑥
= 𝑙𝑖𝑚
𝛥𝑢→0

𝛥𝑦

𝛥𝑢
⋅ 𝑙𝑖𝑚
𝛥𝑥→0

𝛥𝑢

𝛥𝑥
⇒ 𝑦𝑥

′ = 𝑦𝑢
′ ⋅ 𝑢𝑣

′ ⋅ 𝑣𝑥
′  

 در صورتیکه تابع مرکب از سه تابع تشکیل شده باشد، پس مشتق آن مساوی است به 

𝑦𝑥
′ = 𝑦𝑢

′ ⋅ 𝑢𝑣
′ ⋅ 𝑣𝑥

′ ∨ (𝑔(𝑓(ℎ(𝑥))))
′
= 𝑔′(𝑓(ℎ(𝑥))) ⋅ 𝑓 ′(ℎ(𝑥)) ⋅ ℎ′(𝑥) 

𝑦مشتق تابع . 1مثال  = √𝑥5 − 6𝑥 +  را دریابید.  7

اینجا    -حل 𝑢در  = 𝑥5 − 6𝑥 + 𝑦و    7 = √𝑢  و پس  𝑢𝑥است، 
′ = 5𝑥4 − نویسیم   6 می  پس 

 که

𝑦′ =
𝑢′

2√𝑢
=

(5𝑥4−6)

2√𝑥5−6𝑥+7
                                                              

𝑦′ = 5(𝑥2 − 4𝑥)4 ⋅ (2𝑥 − 4) ⇒ 𝑦′(2) = 5 ⋅ (0) ⋅ (4 − 8)4 = مشتق .  2مثال  0
𝑦تابع  = (𝑥2 − 4𝑥)5  را در𝑥 =  دریابید.  2
  -حل

𝑦مشتق تابع  .  7قضیه   = √𝑢𝑛
𝑚

′𝑦مساوی است به :                                            =
𝑛𝑢′

𝑚 √𝑢𝑚−𝑛
𝑚                                          

یم،   ثبوت.  ه ای مشتق می گیر ابتدا تابع مذکور را به شکل تابع طاقت دارنوشته ونظر به قاعدۀ زنجیر

𝑦یعتی                                                  = 𝑢
𝑛

𝑚 ⇒ 𝑦′ =
𝑛

𝑚
𝑢
𝑚

𝑛
−1 ⋅ 𝑢′ =

𝑢′𝑛

𝑚 √𝑢𝑚−𝑛
𝑚                                 

𝑓(𝑥)مشتق تابع  . 1مثال  = √(𝑥2 − 4)2
5

𝑥را در   =  دریابید.  3

′𝑦قرار قاعده فوق داریم            -حل =
2⋅(𝑥2−4)′

5 √(𝑥2−4)5−2
5 =

2⋅2𝑥

5 √(𝑥2−4)3
5 ⇒ 𝑓 ′(3) =

12

5 √125
5    

𝑦مشتق تابع  . 2مثال  = √10𝑥2 − 8
6

 را دریابید.  

′𝑦                                  -حل =
(10𝑥2−8)

′

6 √(10𝑥2−8)6−1
6 =

20𝑥

6 √(10𝑥2−8)5
6 =

10𝑥

3 √(10𝑥2−8)5
6  

𝑓(𝑥)مشتق تابع  . 3مثال  =
−5

√2𝑥+5
𝑥را در   =  محاسبه کنید.  2

         -حل

𝑓 ′(𝑥) =
5 ⋅ (√2𝑥 + 5)

′

(√2𝑥 + 5)
2 =

5

√2𝑥 + 5
⋅

1

2𝑥 + 5
=

5

(2𝑥 + 5)√2𝑥 + 5
⇒ 𝑓 ′(2)

=
5

27
 

 مشتقات توابع مثلثات  

𝑦. مشتق تابع 1 = 𝑠𝑖𝑛 𝑥    مساوی به𝑦′ = 𝑐𝑜𝑠 𝑥  .است 
ی مشتق داریم  ثبوت.   با در نظر داشت تحلیل الجیی

𝑦 + 𝛥𝑦 = 𝑠𝑖𝑛( 𝑥 + 𝛥𝑥) ⇒ 𝛥𝑦 = 𝑠𝑖𝑛( 𝑥 + 𝛥𝑥) − 𝑠𝑖𝑛 𝑥 

𝑠𝑖𝑛حالا با استفاده از فرمول   𝑥 − 𝑠𝑖𝑛 𝑦 = 2 𝑠𝑖𝑛
𝑥−𝑦

2
⋅ 𝑐𝑜𝑠

𝑥+𝑦

2
 داریم که  
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𝛥𝑦 = 2 𝑠𝑖𝑛 (
𝑥 + 𝛥𝑥 − 𝑥

𝛥𝑥
) ⋅ 𝑐𝑜𝑠 (

𝑥 + 𝛥𝑥 + 𝑥

2
) =

𝑠𝑖𝑛
𝛥𝑥
𝑥 ⋅ 𝑐𝑜𝑠( 1 +

𝛥𝑥
2 )

𝛥𝑥
2

 

𝑙𝑖𝑚
𝛥𝑥→0

𝛥𝑦

𝛥𝑥
= 𝑙𝑖𝑚
𝛥𝑥→0

𝑠𝑖𝑛
𝛥𝑥
2

𝛥𝑥
2

⋅ 𝑙𝑖𝑚
𝛥𝑥→0

𝑐𝑜𝑠 (1 +
𝛥𝑥

2
) 

𝑙𝑖𝑚نظربه  
𝑥→0

𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑥
= داریم که1  ،𝑙𝑖𝑚

𝛥𝑥→0

𝑠𝑖𝑛
𝛥𝑥

2
𝛥𝑥

2

= 1       : پس   ،𝑦′ = 1 ⋅ 𝑐𝑜𝑠( 1 +
0

2
) =

𝑐𝑜𝑠 𝑥 

𝛥𝑦 = 𝑐𝑜𝑠( 𝑥 + 𝛥𝑥) − 𝑐𝑜𝑠 𝑥 ⇒
𝛥𝑦

𝛥𝑥
=
−2 𝑠𝑖𝑛

𝑥 + 𝛥𝑥 + 𝑥
2

⋅ 𝑠𝑖𝑛
𝑥 + 𝛥𝑥 − 𝑥

2
𝛥𝑥

 

𝑙𝑖𝑚
𝛥𝑥→0

𝛥𝑦

𝛥𝑥
= 𝑙𝑖𝑚
𝛥𝑥→0

− 𝑠𝑖𝑛 (1 +
𝛥𝑥

2
) ⋅ 𝑙𝑖𝑚

𝛥𝑥→0

𝑠𝑖𝑛
𝛥𝑥
2

𝛥𝑥
2

⇒ 𝑦′ = −𝑠𝑖𝑛 𝑥 ⋅ 1

= −𝑠𝑖𝑛 𝑥 
𝑦مشتق تابع  -2 = 𝑐𝑜𝑠 𝑥  مساوی است به𝑦′ = −𝑠𝑖𝑛 𝑥 . 

 طبق معمول به ثبوت می رسانیم  ثبوت. 
 

𝑦مشتق تابع    -3 = 𝑡𝑎𝑛 𝑥                                     : مساوی است به𝑦′ = 𝑠𝑒𝑐2 𝑥 = 1 +
𝑡𝑎𝑛2 𝑥 

1. 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛 𝑢 ⇒ 𝑦′ = 𝑐𝑜𝑠 𝑢 ⋅ 𝑢′ 
2. 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑛 𝑢 ⇒ 𝑦′ = 𝑛 𝑠𝑖𝑛𝑛−1 𝑢 ⋅ 𝑐𝑜𝑠 𝑢 ⋅ 𝑢′ 
3. 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠 𝑢 ⇒ 𝑦′ = −𝑠𝑖𝑛 𝑢 ⋅ 𝑢′ 
4. 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠𝑛 𝑢 ⇒ 𝑦′ = −𝑛 𝑐𝑜𝑠𝑛−1 𝑢 ⋅ 𝑠𝑖𝑛 𝑢 ⋅ 𝑢′ 
5. 𝑦 = 𝑡𝑎𝑛 𝑢 ⇒ 𝑦′ = 𝑠𝑒𝑐2𝑢 ⋅ 𝑢′ 
6. 𝑦 = 𝑡𝑎𝑛𝑛 𝑢 ⇒ 𝑦′ = 𝑛 𝑡𝑎𝑛𝑛−1 𝑢 ⋅ 𝑠𝑒𝑐2 𝑢 ⋅ 𝑢′ 
7. 𝑦 = 𝑐𝑜𝑡 𝑢 ⇒ 𝑦′ = −𝑐𝑠𝑐2 𝑢 ⋅ 𝑢′ 
8. 𝑦 = 𝑐𝑜𝑡𝑛 𝑢 ⇒ 𝑦′ = 𝑛 𝑐𝑜𝑡𝑛−1 𝑢 ⋅ 𝑐𝑠𝑐2 𝑢 ⋅ 𝑢′ 
9. 𝑦 = 𝑠𝑒𝑐 𝑢 ⇒ 𝑦′ = 𝑠𝑒𝑐 𝑢 ⋅ 𝑡𝑎𝑛 𝑢 ⋅ 𝑢′ 
10. 𝑦 = 𝑠𝑒𝑐𝑛 𝑢 ⇒ 𝑦′ = 𝑛 𝑠𝑒𝑐𝑛−1 𝑢 ⋅ 𝑡𝑎𝑛 𝑢 ⋅ 𝑢′ 
11. 𝑦 = 𝑐𝑠𝑐 𝑢 ⇒ 𝑦′ = −𝑐𝑠𝑐 𝑢 ⋅ 𝑐𝑜𝑡 𝑢 ⋅ 𝑢′ 
12. 𝑦 = 𝑐𝑠𝑐𝑛 𝑢 ⇒ 𝑦′ = −𝑛 𝑐𝑠𝑐𝑛−1 𝑢 ⋅ 𝑐𝑠𝑐 𝑢 ⋅ 𝑐𝑜𝑡 𝑢 ⋅ 𝑢′ 

𝑦    ثبوت.  =
𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑐𝑜𝑠 𝑥
⇒ 𝑦′ =

𝑐𝑜𝑠 𝑥⋅𝑐𝑜𝑠 𝑥−(−𝑠𝑖𝑛 𝑥)⋅𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑐𝑜𝑠2 𝑥
=

1

𝑐𝑜𝑠2 𝑥
= 𝑠𝑒𝑐2 𝑥 = 1 +

𝑡𝑎𝑛2 𝑥  
𝑦متشق تابع  -4 = 𝑐𝑜𝑡 𝑥               :مساوی است به𝑦′ = −𝑐𝑠𝑐2 𝑥 = −(1 + 𝑐𝑜𝑡2 𝑥) 

𝑦              ثبوت.  =
𝑐𝑜𝑠 𝑥

𝑠𝑖𝑛 𝑥
⇒ 𝑦′ =

(− 𝑠𝑖𝑛 𝑥)⋅𝑠𝑖𝑛 𝑥−𝑐𝑜𝑠 𝑥⋅𝑐𝑜𝑠 𝑥

𝑠𝑖𝑛2 𝑥
= −

1

𝑠𝑖𝑛2 𝑥
= −𝑐𝑠𝑐2 𝑥 

𝑦مشتق تابع  -5 = 𝑠𝑒𝑐 𝑥                   : مساوی است به𝑦′ = 𝑠𝑒𝑐 𝑥 ⋅ 𝑡𝑔𝑥 =
𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑐𝑜𝑠2 𝑥
 

𝑦                                                   ثبوت.  =
1

𝑐𝑜𝑠 𝑥
⇒ 𝑦′ =

(−1)⋅(− 𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑐𝑜𝑠2 𝑥
=

𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑐𝑜𝑠2 𝑥
                                                  

𝑦مشتق تابع -6 = 𝑐𝑠𝑐 𝑥                 : مساوی است به𝑦′ = 𝑐𝑠𝑐 𝑥 ⋅ 𝑐𝑜𝑡 𝑔 𝑥 =
−𝑐𝑜𝑠 𝑥

𝑠𝑖𝑛2 𝑥
 

𝑦ثبوت.                                             =
1

𝑠𝑖𝑛 𝑥
⇒ 𝑦′ =

(−1)⋅𝑐𝑜𝑠 𝑥

𝑠𝑖𝑛2 𝑥
= −

𝑐𝑜𝑠 𝑥

𝑠𝑖𝑛2 𝑥
                                              

ه ای مشتقات توابع مرکب مثلثاتی را قرار ذیل داریم.   [2]با استفاده از قاعدۀ زنجیر
     

 آموزسی  اهداف 

 در ختم این درس شاگردان قادر گردد تا 

 در مورد مشتقات مرتبه بلند آشناتی حاصل کنند.  ✓

 سوالات مربوط به مشتقات مرتبه بلند حل بتوانند.  ✓

 به روش های حل سوال های مشتقات مرتبه بلند آشنا شوند.   ✓

 : مشتقات مرتبه بلند 1عنوان

 77: صفحه

اگر از معادله یک تابع نظر یک متحول چندین مرتبه مشتق گرفته شود، آنرا مشتق مرتبه   تعریف: 

مشتق چهارم   ′′′𝑦مشتق سوم را به    ′′𝑦مشتق دوم را به    ′𝑦بلند می نامند. طوریکه مشتق اول را به  

 ... نشان می دهد.   𝑦(5)و مشتق پنجم را به  𝑦(4)را به 

تی    نکته:  جمله  چند  تابع  𝑓𝑛(𝑥)هرگاه  = 𝑐0 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥
2 + 𝑐3𝑥

3 +⋯+ 𝑐𝑛𝑥
𝑛    داده

 ام آن قرار ذیل دریافت می گردد.  -𝑛شده باشد مشتق 

𝑓𝑛(𝑥) = 𝑐0 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥
2 + 𝑐3𝑥

3 +⋯+ 𝑐𝑛𝑥
𝑛 

𝑓𝑛
(𝑛)(𝑥) = 𝑛(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)(𝑛 − 3)… 𝑐𝑛 = 𝑛! 𝑐𝑛 

𝑦مثال اول: مشتق پنج تابع  = 2𝑥6 − 3𝑥5 − 2𝑥3 − 3𝑥2 −  را دریافت نمائید.  1

یم.  𝑥حل: از تابع فوق نظر به متحول   پنج مرتبه مشتق می گیر

𝑦 = 2𝑥6 − 3𝑥5 − 2𝑥3 − 3𝑥2 − 1 

𝑦′ = 12𝑥5 − 15𝑥4 − 6𝑥2 − 6𝑥 

𝑦′′ = 60𝑥4 − 60𝑥3 − 12𝑥 − 6 

𝑦′′′ = 240𝑥3 − 180𝑥2 − 12 

𝑦(4) = 720𝑥2 − 360𝑥 
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𝑦(5) = 1440𝑥 − 360  

𝑦مثال دوم: مشتق هفتم تابع  = 𝑠𝑖𝑛𝑥  .را دریافت نمائید 

یم.   𝑥حل: در تابع فوق هفت مرتبه نظر به متحول    مشتق می گیر

𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 

𝑦′ = 𝑐𝑜𝑠𝑥 

𝑦′′ = −𝑠𝑖𝑛𝑥 

𝑦′′′ = −𝑐𝑜𝑠𝑥 

𝑦(4) = 𝑠𝑖𝑛𝑥 

𝑦(5) = 𝑐𝑜𝑠𝑥 

𝑦(6) = −𝑠𝑖𝑛𝑥 

𝑦(7) = −𝑐𝑜𝑠𝑥 

 فعالیت: 

 فورمول دریافت مشتق مرتبه بلند را ساده سازید.  .1

𝑦مشتق سوم تابع  .2 = 3𝑡𝑎𝑛𝑥  .را دریافت نمائید 

 تمرین: 

𝑦مشتق ششم تابع  .1 = 4𝑥7 − 7𝑥5 + 2𝑥  .را دریافت نمائید 

𝑦مشتق سوم تابع  .2 = 12𝑥3 − 2𝑐𝑜𝑠𝑥  .را دریافت نمائید 

 : موارد استعمال مشتق 2عنوان

 85صفحه: 

 اهداف: 

 شاگردان مفهوم، کاربرد و استعمال مشتق را بدانند.  •

 مشتق را بکار برده و سوالات مربوط به آن را حل کرده بتوانند.   •
ٌ

 شاگردان عملا

 روزمره احساس خوسیر نمایند.  •
ی

 شاگردان از کابرد عملی مشتق در زندگ

 تحولات تابع: 

تابع   .1 اگر  اید:  ی میی وال    𝑓(𝑥)تابع  انیی ,𝑎]در  𝑏]    وال انیی در  و  ,𝑎)متمادی  𝑏)    ،باشد پذیر  مشتق 

شده   داده  وال  انیی در  𝑓′(𝑥)اگر  > همان    0 در  تابع  صورت  درین  باشد(،  مثبت  تابع  اول  )مشتق 

اید است.  ی وال میی  انیی

وال    𝑓(𝑥)تابع متناقص: اگر تابع   .2 ,𝑎]در انیی 𝑏]    وال ,𝑎)متمادی و در انیی 𝑏)    ،مشتق پذیر باشد

شده   داده  وال  انیی در  𝑓′(𝑥)اگر  < همان   0 در  تابع  صورت  درین  باشد(،  منفی  تابع  اول  )مشتق 

وال متناقص است.   انیی

𝑦مثال اول: تابع  = 4𝑥 − اید است یا متناقص.  2 ی  میی

یم، در صورت مشتق اول تابع بزرگ از   𝑥حل: از تابع فوق نظر به متحول   یک نرتبه مشتق می گیر

ایداست و اگر کوچک از صفر گردد متناقص است.   ی  صفر گردد تابع میی

𝑦 = 4𝑥 − 2 

𝑦′ = 4 > 0  

اید است.   ی  چون مشتق اول تابع بزرگ از صفر است، پس تابع میی

𝑦مثال دوم: نظر به گراف تابع   = 𝑥2   وال متناقص اید و در کدام انیی ی وال میی نشان دهید که در انیی

 است؟ 

وال تزاید و تناقص آن را می توان قرار ذیل دریافت  حل: با در نظر داشت مشتق اول و گراف تابع انیی

 نمود.  

𝑦 = 𝑥2     => 𝑦′ = 2𝑥 

𝑦′ = 2𝑥 => {

2𝑥 > 0 => 𝑥 > اید 0 ی میی → (0,+∞)

2𝑥 < 0 => 𝑥 < متناقص   0 → (−∞, 0)

 

 

 

 

 

 

 : نقاط بحراتن تابع) اعظمی و اصغری(  3عنوان

  ) ، مهارتی و ذهنیتی )دانشر  اهداف آموزسیر

 شاگردان مفهوم نقاط بحراتی یک تابع را بدانند.  

 شاگردان نقاط اعظمی و اصغری یک تابع را دریافت کرده بتوانند.  

 شاگردان از حل سوالات مربوط به دریافت نقاط بحراتی تابع احساس خوسیر نماید.  

تعریف: نقاط بحراتی تابع عبارت از نقاط اند که تابع در آن تحول داشته باشد. که بیشیی در گراف  

می  انعطاف(  نقاط  اصغری،  نقاط  اعظمی،  )نقاط  شامل  تابع  بحراتی  نقاط  است،  متصور  توابع 

یم.    باشد. که هر کدام را با ذکر مثال به بحث می گیر

تابع   ❖ یک  هر گاه  اعظمی:  𝑦نقطه  = 𝑓(𝑥)    ی معیر نقطه  یک  حالت   𝑥0در  به  تزاید  حالت  از 

ی   معیر نقطه  ی  همیر در  مشتق  اشاره  دیگر  عباره  به  یا  شود  می  تبدیل  منفی    𝑥0تناقص  به  مثبت  از 

ی    را نقطه اعظمی تابع می نامند.  𝑥0تبدیل گردد، نقطه معیر

 

𝑦′ < 0 

𝑦′ > 0 

𝑌 

𝑋 

 متناقص

 متزاید
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𝑦نقطه اصغری: هر گاه یک تابع   ❖ = 𝑓(𝑥)    ی از حالت تناقص به حالت   𝑥0در یک نقطه معیر

ی   ی نقطه معیر از منفی به مثبت تبدیل   𝑥0تزاید تبدیل می شود یا به عباره دیگر اشاره مشتق در همیر

ی   را نقطه اصغری تابع می نامند.  𝑥0گردد، نقطه معیر

 
 

ی   ❖ از مثبت به صفر و دوباره به    𝑥0نقطه انعطاف: هرگاه مشتق اشاره خود را در یک نقطه معیر

ی    را بنام نقطه انعطاف می نامد.   𝑥0مثبت یا از منفی به صفر و دوباره به منفی تغییر دهد، نقطه معیر

 
 

 عبارت از نقطه انعطاف تابع است.   𝑏در شکل فوق نقطه 

 نکات: 

o   .مشتق اول تابع در نقاط بحراتی برابر با صفر است 

o   برابر با صفر قرار می دهیم. برای دریافت نقاط بحراتی تابع مشتق اول آنرا گرفته 

o   .مشتق دوم تابع در نقاط انعطاف برابر با صفر است 

o  برای دریافت نقاط انعطاف مشتق دوم تابع را گرفته برابر با صفر قرار می دهیم )نقطه انعطاف

 تابع یک بحث جداگانه اند که در درس بعدی خواهیم خواند( 

𝑦مثال اول: نقاط بحراتی تابع   = 𝑥3 −
7

2
𝑥2 + 2𝑥  .را دریافت نمائید 

نقاط  دهیم.  می  قرار  صفر  با  برابر  آنر  و  م  میگیر را  تابع  اول  مشتق  بحراتی  نقاط  دریافت  برای  حل: 

 بحراتی تابع دریافت می گردد.  

𝑦′ = 3𝑥2 − 7𝑥 + 2 

 برای دریافت نقاط بحراتی مشتق برابر با صفر قرار داده می شود. 

3𝑥2 − 7𝑥 + 2 = 0 => 3𝑥2 − 6𝑥 − 𝑥 + 2 

=> 3𝑥(𝑥 − 2) − 1(𝑥 − 2) = 0 

=> (𝑥 − 2)(3𝑥 − 1) = 0 => {

𝑥 − 2 = 0 => 𝑥 = 2

3𝑥 − 1 = 0 => 𝑥 =
1

3

 

,2)پس تابع دارای دو نقطه بحراتی اند این نقاط عبارت از   )و  (2−
1

3
,
17

54
 است.   (

ی اشاره استفاده می کنیم.   ی نقاط اعظمی و اصغری از جدول تعییر  برای تعییر

 

 

 

 

 

تابع   اصغری  و  اعظمی  نقاط  دوم:  𝑓(𝑥)مثال  = 𝑥3 − 3𝑥 + را   2 آن  و گراف  نموده  دریافت  را 

 ترسیم نمائید. 

قرار   صفر  به  مساوی  و  نموده  دریافت  را  اول  مشتق  اصغری  و  اعظمی  نقاط  دریافت  برای  حل: 

 میدهیم. 

𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 3𝑥 + 2 => 𝑓′(𝑥) = 3𝑥2 − 3 

𝑓′(𝑥) = 0 => 3𝑥2 − 3 = 0 => 3𝑥2 = 3 => 𝑥2 = 1 => {

𝑥1 = 1

𝑥2 = −1
 

 
 

/همصنفی ها یک گروپ ایجاد نموده و فعالیت های ذیل را انجام دهند.   فعالیت ها: باهم صنفی

 نقاط بحراتی چیست؟ •

 نقطه اعظمی مطلق و اصغری مطلق را از روی گراف تشخیص کنند.  •

 نقش گراف ها در ریاضی چیست؟ •
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 روزمره دارد؟ •
ی

 آیا گراف های توابع کابرد در زندگ

 انعطاف توابع عنوان: نقطه 

 97صفحه: 

 اهداف آموزسی  

 شاگردان مفهوم نقطه انعطاف را بدانند.  •

ی کرده بتوانند.   •  شاگردان نقطه انعطاف را مشخص و تعییر

 شاگردان نقطه انعطاف توابع را دریافت کرده بتوانند.   •

 شاگردان سوالهای مربوط به نقطه انعطاف را حل کرده بتوانند.  •

نقطه که در آن منحتی جهت خود را تغییر می دهد، یعتی از معقریت به محدبیت و برعکس   تعریف: 

 تبدیل شود، آنرا نقطه انعطاف می نامند. 

 برای دریافت نقطه انعطاف تابع مشتق دوم آنرا گرفته و برابر با صفر قرار میدهیم.  

𝑓(𝑥)مثال: نقاط انعطاف تابع   = 𝑥5 − 5𝑥3   .را دریافت نمائید 

 حل: برای دریافت نقاط انعطاف یک تابع مشتق دوم آنرا برابر با صفر قرار میدهیم. 

𝑓′(𝑥) = 5𝑥4 − 15𝑥2 

𝑓′′(𝑥) = 20𝑥3 − 30𝑥 

𝑓′′(𝑥) = 0 => 20𝑥3 − 30𝑥 = 0 

10𝑥(2𝑥2 − 3) = 0 

{
 
 
 

 
 
 

10𝑥 = 0 => 𝑥1 = 0

2𝑥2 − 3 = 0 => 𝑥2 =
3

2
=>

{
 
 

 
 
𝑥2 = +√

3

2

𝑥3 = −√
3

2

 

𝑥1پس تابع فوق در نقاط  = 0   ،𝑥2 = +√
3

2
𝑥3و    = −√

3

2
 انعطاف دارد.   

 ترسیم منحبن ها

 گراف توابع درجه دوم

 101صفحه: 

ی یاد می شود، زیرا گراف این توابع یک پارابول عمودی است.   توابع درجه دوم بنام توابع پارابولیک نیر

یم. برای ترسیم گراف توابع درجه دوم، نقطا ذیل را درنظر می    گیر

 تحولات تابع را بررسی می نمائیم.  .1

ی نقطه انعطاف مشتق  ی نقاط بحراتی مشتق اول را برابر صفر قرار می دهیم و برای تعییر برای تعییر

 دوم را برابر با صفر قرار می دهیم.  

 تابع درجه دوم دارای یک نقطه بحراتی )اعظمی یا اصغری( اند، اگر تابع به شکل

 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐    رابطه از  بحرتی  نقطه  و  −)باشد، 
𝑏

2𝑎
,
4𝑎𝑐−𝑏2

4𝑎
می گردد.    ( دریافت 

𝑎در رابطه بالا اگر  > 𝑎باشد نقطه اصغری و اگر   0 <  نقطه اعظمی است.  0

ی تقاطع با محور اففی   .2 𝑦تقاطع با محورات: برای دانسیی = ی   0 تقاطع     قرار میدهیم و برای داشیی

𝑥با محور عمودی  =  قرار میدهیم.   0

دریافت محور تناظر: برای دریافت محور تناظر مشتق اول را برابر با صفر قرار میدهیم، محور  .3

𝑥تناظر توابع درجه دوم   = −
𝑏

2𝑎
 است.   

𝑓(𝑥)مثال: تحولات تابع  = 𝑥2 − 4𝑥 +  را مطالعه و گراف آنرا ترسیم کنید.  3

 حل: 

𝐷𝑓ناحیه تعریف تابع تمام اعداد حقیفی اند. یعتی   .1 = (−∞,+∞)  

 تقاطع با محورات:  .2

 : 𝑦تقاطع با محور 

y = 𝑥2 − 4𝑥 + 3 

𝑥 = 0 => 𝑦 = 3 → (0,3) , 𝑦 تقاطع  با  

 : 𝑥تقاطع با 

𝑥2 − 4𝑥 + 3 = 0 => 𝑥2 − 𝑥 − 3𝑥 + 3 = 𝑥(𝑥 − 1) − 3(𝑥 − 1) = 0  

(𝑥 − 1)(𝑥 − 3) = 0 => {
𝑥 = 1   → (1,0) , 𝑥 تقاطع  با

𝑥 = 3  → تقاطع  با 𝑥 و (3,0)
 

: مشتق اول را برابر با صفر قرار میدهیم.  .3  نقاط بحراتی

𝑓′(𝑥) = 2𝑥 − 4 => 2𝑥 − 4 = 0 => 𝑥 = 2 

𝑓(2) = 22 − 4 ∙ 2 + 3 = −1       →        𝑚𝑖𝑛(2, −1) 

 
 فعالیت ها: 

𝑦نقطه انعطاف تابع  .1 = 𝑥3 − 2𝑥 + ی کنید.  7  تعییر

𝑓(𝑥)تحولات تابع   .2 = −𝑥2 + 2𝑥   .ی و گراف آن را ترسیم کنید  را تعییر
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 مجانب های گراف یک تابع:  

 105صفحه: 

مجانب ها عبارت از خطوط مستقیم اند که حیثیت راهنمای توابع را دارد، مجانب های   تعریف: 

 توابع سه نوع اند. 

تابع   در  عمودی:  مجانب  𝑦الف(  = 𝑓(𝑥)    اگر آید که  می  بجود  عمودی  مجانب  𝑥وقتی  → 𝑎 

𝑦 → یعتی     ∞ limمی کند، 
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = مجانب   ∞± دریافت  برای  توابع کسری  در  می گردد. 

 عمودی مخرج تابع را مساوی به صفر قرار میدهیم.  

𝑦ب( مجانب مایل: در تابع کسری   = 𝑓(𝑥)    یک واحد کمیی از درجه معادله صورت  هرگاه درجه 

معادله مخرج باشد، تابع دارای مجانب مایل است. و برای دریافت مجانب مایل صورت را بر مخرج 

𝑦تقسیم می کنیم که معادله خطی  = 𝑎𝑥 + 𝑏  ∶   𝑎 ≠  است.  0

: یک تابع زمان مجانب اففی دارد که اگر   𝑥ج( مجانب اففی → 𝑦درین صورت     ∞ → 𝑐   کند، یعتی

lim
𝑥→±∞

𝑓(𝑥) = 𝑐   .گردد 

𝑦مثال: مجانب های تابع  =
𝑥+1

2𝑥−4
 را دریافت نمائید.   

 حل: تابع متذکره دارای مجانب های عمودی و اففی اند.  

 مجانب عمودی: مخرج را برابر با صفر قرار می دهیم 

2𝑥 − 4 = 0 => 𝑥 = مجانب  عمودی 2  

یب حدود هم درجه صورت و مخرج تابع است.   : نسبت ضی  مجانب اففی

𝑦 =
𝑥 + 1

2𝑥 − 4
=
1

2
=> 𝑦 =

1

2
  مجانب  اففی   

𝑦: مجانب های تابع 2مثال =
𝑥2+2𝑥−1

𝑥
 را دریافت نمائید.   

 حل: تابع متذکره دارای مجانب های مایل و عمودی اند.  

 مجانب مایل: صورت را بر مخرج تقسیم می کنیم 

𝑥2 + 2𝑥 − 1

𝑥
= x + 2 => 𝑦 = 𝑥 + مجانب  مایل   2   

 مجانب عمودی: مخرج برابر با صفر قرار داده می شود.  

𝑥 = مجانب  عمودی 0   

 گراف توابع هومو گرافیک: 

 :  اهداف آموزسیر

 مجانب های توابع را دریافت کرده بتوانند. شاگردان  •

 شاگردان تقاطع گراف را محور های اففی وعمودی دریافت کرده بتوانند.  •

 روزمره استفاده کرده بتوانند.   •
ی

 شاگردان از توابع هوموگرافیک در زندگ

𝑓(𝑥)تعریف: توابع که شکل   =
𝑎𝑥+𝑏

𝑐𝑥+𝑑
 را داشته باشند بنام توابع هوموگرافیک یاد می شود.  

𝑓(𝑥)مثال: تحولات تابع  =
2𝑥−1

𝑥−3
 را مطالعه و گراف آنرا ترسیم کنید.  

 حل: در ابتداء مجانب های تابع را دریافت می نمائیم.  

یب حدود هم درجه تابع است. یعن:   𝑦مجانب اففی تابع: نسبت ضی = 2 

𝑥مجانب عمودی تابع: مخرج تابع را برابر با صفر قرار میدهیم. یعتی  = 3  

 تقاطع با محورات: 

𝑥   ،𝑦برای تقاطع با محور  =  قرار میدهیم.   0

𝑦 = 0 =>
2𝑥 − 1

𝑥 − 3
= 0 => 2𝑥 − 1 = 0 => 𝑥 =

1

2
→ (

1

2
, 0) , 𝑥 تقاطع  با  

𝑦   ،𝑥برای تقاطع با محور  =  قرار میدهیم.   0

𝑥 = 0 => 𝑦 =
2.0 − 1

0 − 3
=
1

3
 → (0,

1

3
) , 𝑦  تقاطع  با  

 
 

 فعالیت ها: 

𝑓(𝑥)تحولات تابع   • = 4𝑥2 − 6𝑥 +  را بررسی و گراف آنرا ترسیم کنید.   2

𝑓(𝑥)تحولات تابع   • = 𝑥2 + 3𝑥 −  را بررسی و گراف آن را ترسیم کنید.  9

𝑓(𝑥)مجانب های تابع  • =
3𝑥−5

𝑥−4
 را دریافت نمائید.  

𝑓(𝑥)مجانب های تابع  • =
2𝑥2−11𝑥

3𝑥+2
 را دریافت نمائید.  

 عنوان: گراف تابع یک مجهوله درجه سوم

   113صفحه: 

 :  در پایان این درس شاگردان: اهداف آموزسی 

 گراف توابع درجه سوم را ترسیم کرده بتوانند.   •
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 تحولات تابع درجه سوم را بررسی کرده بتوانند.  •

 قادر گردد تا سوالات مرتبط به موضوع را حل کند.  •

 قضیه رول را درست درک و مطابق آن مثال کار بتوانند.   •

 قضیه لاگرانژ را درک و با در نظر داشت آن مثال تطبیق بتوانند.  •

 قاعده هوپتال را درست درک نموده و مطابق آن مثال کار کند.  •

 نقاط بحراتی توابع را تطبیق کرده بتوانند.   •

𝑦توابع درجه اول سه مجهوله عبارت از توابع اند که شکل  = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑    .را دارد

یم.   برای ترسیم گراف آن حالات ذیل را در نظر می گیر

سوم   .1 درجه  تابع  در  𝑦اگر  = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑     عدد𝑎 > مشتق    0 ی  با گرفیی باشد، 

′𝑓∆اول این تابع به یک تابع درجه دوم تبدیل می  گردد، اگر در آن  > باشد، مشتق تابع دارای  0

 دو حل است. که از راست به چپ اول اعظمی و بعد اصغری دارد.  

 
سوم   .2 درجه  تابع  در  𝑦اگر  = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑     عدد𝑎 < مشتق    0 ی  با گرفیی باشد، 

′𝑓∆اول، این تابع به یک تابع درجه دوم تبدیل می گردد، اگر   > باشد، معادله مشتق دارای دو   0

 حل است، که از راست به چپ یک اصغری و یک اعظمی دارد. 

 
اگر منحتی تابع درجه سوم مختصات نستی داشته باشد، مختصات نقطه انعطاف آن عبارت  .3

 اند از 

𝐼(𝑥𝑐 , 𝑦𝑐) = (
𝑥𝑚𝑎𝑥 + 𝑥𝑚𝑖𝑛

2
 ,
𝑦𝑚𝑎𝑥 + 𝑦𝑚𝑖𝑛

2
) 

 

 

𝑥نقطه تناظر تابع درجه سوم عبارت اند از.   .4 = −
𝑏

3𝑎
 

𝑓(𝑥)مثال: تحولات تابع  = −𝑥3 + 3𝑥2   .تحقیق و گراف آنرا ترسیم کنید 

ی می کنیم.    حل: ابتداء مشتق اول تابع را دریافت نموده نقاط اعظمی و اصغری تابع را تعییر

𝑓(𝑥) = −𝑥3 + 3𝑥2 

𝑓′(𝑥) = −3𝑥2 + 6𝑥 

𝑓′(𝑥) = 0 =≥ −3𝑥2 + 6𝑥 = 0 

−3𝑥(𝑥 − 2) = 0 => {
𝑥 = 0       → 𝑚𝑖𝑚(0,0)اصغری 

𝑥 = 2      → max(2,4)  اعظمی
 

 برای دریافت نقاط انعطاف مشتق دوم را دریافت نموده مساوی به صفر قرار میدهیم. 

𝑓(𝑥) = −𝑥3 + 3𝑥2  → 𝑓′(𝑥) = −3𝑥2 + 6𝑥 → 𝑓′′(𝑥) = −6𝑥 + 6 

𝑓′′(𝑥) = 0  =>  −6𝑥 + 6 = 0 => −6𝑥 = −6 => 𝑥 = 1

→ 𝐼𝑛(1,   انعطاف (2

ی اشاره گراف آنرا ترسیم می کنیم.   ی جدول تعییر  اکنون با درنظر داشت موارد فوق و با درنطر گرفیی

 
 فعالیت ها: 

𝑦گراف تابع درجه سوم  • = 𝑥3 − 2𝑥2 + 𝑥 +  را ترسیم کنید.  1

𝑦مرکز تناظر تابع   • = 3𝑥3 − 4𝑥 + ی کنید.  3  را تعییر

𝑓(𝑥)تحولات تابع   • = −(𝑥 −  را بررسی نموده گراف آنرا ترسیم کنید.   3(1

 قضیه رول

وال    𝑓(𝑥)قضیه: اگر تابع   𝑎در انیی ≤ 𝑥 ≤ 𝑏  وال 𝑎متمادی و در انیی < 𝑥 < 𝑏   مشتق پذیر باشد

 هرگاه 

 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏)  شود، کم از کم یک نقطه𝑥0 وال 𝑎در انیی < 𝑥 < 𝑏  وجود دارد که در آن 

 𝑓′(𝑥) =  می شود. به گراف ذیل توجه کنید.  0



Page 14 of 39 
 

 
𝑓(𝑥)مثال: قضیه رول را در تابع   = cos 𝑥  وال ,𝑎]در انیی 𝑏] = (𝜋, 5𝜋)   .تطبیق کنید 

وال درست  وال را در تابع قیمت گذاری می کنیم تا دیده شود که قضیه رول درین انیی حل: حدود انیی

 ،  یا خیر

𝑓(𝜋) = cos 𝜋 = −1  

𝑓(5𝜋) = cos 5𝜋 = −1                        => 𝑓(𝜋)

= 𝑓(5𝜋)  قضیه رول درست است  

 مشتق اول تابع را دریافت نموده و آنرا برابر با صفر قرار میدهیم.  𝑥0اکنون برای دریافت نقطه 

𝑓′(𝑥) = (𝑐𝑜𝑠𝑥)′ = −sin 𝑥 = 0    => 𝑥 = 2𝜋, 3𝜋, 4𝜋 

 قضیه لاگرانژ 

وال    𝑓(𝑥)قضیه: اگر تابع   ,𝑎]در انیی 𝑏]    وال ی انیی ,𝑎)متمادی و مشتق پذیر باشد در همیر 𝑏)    یک

𝑓(𝑏)وجود دارد که طوریکه  𝑐عدد مانند  − 𝑓(𝑎) = 𝑓′(𝑐)(𝑏 − 𝑎)   .است 

 
𝑓(𝑥)مثال: در تابع   = 2𝑥3 − 8𝑥 + وال  1  بررسی کنید.  [1,3]قضیه قیمت متوسط را در انیی

وال   متمادی و مشتق پذیر است.   [1,3]حل: دیده می شود که تابع فوق در انیی

𝑓′(𝑥0) =
𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎
=
𝑓(3) − 𝑓(1)

3 − 1
=
36

2
= 18…… . (1) 

𝑓(𝑥) = 2𝑥3 − 8𝑥 + 1 => 𝑓′(𝑥0) = 6𝑥
2 − 8……………(2) 

(1)𝑎𝑛𝑑 (2)
→       6𝑥2 − 8 = 18 => 𝑥2 = 26 => 𝑥 = ±√

26

6
  

=> 𝑥0 = 𝑐 = √
26

6
= √

13

3
 

 قاعده هوپتال  

توابع    قاعده:  وال    𝑔(𝑥)و    𝑓(𝑥)اگر  انیی ,𝑎)در  𝑏)    هرگاه باشد،  پذیر  مشتق  و  limتعریف 
𝑥→0

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
 

شکل مبهم  
0

0
یا     

∞

∞
یم و مشتق     را اختیار کند، درین صورت جهت دریافت لیمیت از آن مشتق می گیر

یم تا تابع ساده گردد و ابهام رفع شود.    می گیر

limلیمیت   : 1مثال
𝑥→0

𝑥+𝑠𝑖𝑛2𝑥

𝑥−𝑠𝑖𝑛2𝑥
 را حل کنید.  

با وضع عامل تقرب بجای متحول دیده می شود که تابع شکل مبهم    : 1حل
0

0
د، برای دریافت    می گیر

یم.   لیمیت و رفع شکل ابهام از صورت و مخرج همزمان مشتق می گیر

lim
𝑥→0

𝑥 + 𝑠𝑖𝑛2𝑥

𝑥 − 𝑠𝑖𝑛2𝑥
= lim
𝑥→0

(𝑥 + 𝑠𝑖𝑛2𝑥)′

(𝑥 − 𝑠𝑖𝑛2𝑥)′
= lim

1 − 2 sin 𝑥 cos 𝑥

1 − 2 sin 𝑥 cos 𝑥
=
1 + 2

1 − 2
= −3 

limلیمیت   : 2مثال
𝑥→∞

3𝑥2−4𝑥+6

7𝑥2−2𝑥+1
 را دریابید.    

 با استفاده از قاعده هوپتال داریم که.  : 2حل

lim
𝑥→∞

3𝑥2 − 4𝑥 + 6

7𝑥2 − 2𝑥 + 1
= lim
𝑥→∞

(3𝑥2 − 4𝑥 + 6)′

(7𝑥2 − 2𝑥 + 1)′
= lim
𝑥→∞

(6𝑥 − 4)′

(14𝑥 − 2)′

= lim
𝑥→∞

6

14
=
6

14
 

 

 تطبیق نقاط بحراتن 

یم.   برای تطبیق نقاط بحراتی توابع مثال های ذیل را در نظر میگیر

ین قیمت ممکنه   20: دو عددی را دریابید که حاصل جمع شان  1مثال ب شان بزرگیی و حاصل ضی

 را داشته باشد.  

اولی    : 1حل عدد  دومی    𝑥اگر  عدد  پس  20باشد  − 𝑥   تابع شکل  به  را  آنها  ب  ضی حاصل  و  است، 

نویسیم   می  طور  𝑓(𝑥)این  = 𝑥(20 − 𝑥)     عدد وال    𝑥چون  انیی بنا   [0,20]در  می کند،  تحول 

وال   بررسی می کنیم.   [0,20]برین نقطه اعظمی مطلق تابع را در انیی

𝑓(𝑥) = 𝑥(20 − 𝑥) 

𝑓′(𝑥) = 20 − 2𝑥 

𝑓′(𝑥) = 0 => 20 − 2𝑥 = 0 => 𝑥 = 10 

𝑓(10) = 10(20 − 10) = 100 

عدد   از    100پس  عبارت  اعداد  این  و  است،  ممکنه  قیمت  ین  𝑥1بزرگیی = 𝑥2و    10 = می    10

 باشد. 
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آن 2مثال بعدی  سه  مجموعه  اگر  ید،  بگیر نطر  در  است  مرب  ع  آن  قاعده  را  مستطیل  مکعب  یک   :

ین حجم مکعب مستطیل را دریافت کنید.  24  باشد، بزرگیی

یم. داریم که  𝑦و ارتفاع آنرا   𝑥حل: اگر ضلع مکعب مستطیل   در نظر بگیر

𝑥 + 𝑥 + 𝑦 = 24 => 𝑦 = 24 − 2𝑥 

 
 

 فعالیت ها

𝑓(𝑥)قضیه رول را در تابع  • = √1 + 𝑥2  وال  بررسی کنید.   (2,2−)در انیی

ی کنید که مجموع مربعات شان اصغری شود.   200اگرمجموع دو عدد  •  شود آنرا طوری تعییر

ی حجم و مساحت کره را دریافت کنید.   •  نسبت متوسط بیر

limبا استفاده از قاعده هوپتال لیمیت  •
𝑥→1

𝑥5−1

𝑥3−1
 را دریافت کنید.   

 روزمره بنویسید.  •
ی

 در مورد استفاده از بررسی نقاط بحراتی توابع در زندگ

 لوگاریتم

لوگاریتم عبارت از طرز ارائه نوع دیگر طاقت می باشد، یا به عبارت دیگر لوگاریتم عبارت از محاسبه 

 توان مجهول می باشد. 

𝑦 = log𝑎 𝑥 

 در رابطه بالا 

𝑥 –  .عدد لوگاریتمی اند که همیشه بزرگ از صفر اند(𝑥 > 0) 

𝑎 –   قاعده لوگاریتم اند که بزرگ از صفر و خلاف یک اند یعتی(𝑎 > 0  , 𝑎 ≠ 1) 

log2 4 log7   و    12 log3     و      125 

 تابع لوگاریتمی:  

 معکوس تابع نماتی را به نام تابع لوگاریتمی یاد می نماید. 

𝑦 = 𝑎𝑥 ⟺ 𝑥 = log𝑎 𝑦 

𝑦مثال: گراف توابع  = 3𝑥   و𝑦 = log3 𝑥  .ترسیم کنید 

 حل: با استفاده از قیمت گذاری گراف توابع فوق را ترسیم کرده می توانیم. 

 

 
 

اگر  2مثال  :𝑓(𝑥) = log3 𝑥    های قیمت  دریافت   𝑓(3)  ،𝑓(9)    ،𝑓(3−2)  ،𝑓(1)باشد،  را 

 نمائید. 

 : 2حل

𝑓(3) = log3 3 = 1 

𝑓(9) = log3 9 = log3 3
2 = 2 

𝑓(3−2) = log2 3
−2 = −2 

𝑓(1) = log3 1 = 0 

 خواص توابع لوگاریتمی

 ناحیه تعریف توایع لوگاریتمی تمام اعداد حقیفی اند.  .1

 می گذرد.   (1,0)گراف توابع لوگاریتمی همیشه از نقطه  .2

 توابع لوگاریتمی یک به یک و معکوس پذیر اند که معکوس آن توابع نماتی می باشد.  .3

 لوگاریتم معمولی و طبیع 

باشد، این لوگاریتم به نام   10عبارت از لوگاریتمی است مه قاعده آن عدد    الف( لوگاریتم معمولی: 

ی یاد می شود.    𝐵𝑟𝑖𝑔𝑔𝑠لوگاریتم   نیر

𝑓:ℝ+ →  ℝ         ⇒  log10 𝑥 = log 𝑥           

     log10 20 = log 20                      log10 45 = 45            log10 10
3 = 3 
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 باشد. یعتی  (𝑒)عبارت از لوگاریتم اند که قاعده آن عدد اویلر  ب( لوگاریتم طبیع: 

𝑓:ℝ+ →  ℝ         ⇒  log𝑒 𝑥 = ln 𝑥       ∶    𝑒 = 2.718281828653…   

log𝑒 12 = ln 12                log𝑒 25 = ln 25            log𝑒 200 = ln 200 

ی لوگاریتم:   قوانیر

 لوگاریتم هد عدد به قاعده خودش برابر با یک است؟  .1

log𝑎 𝑎 = 1  ∶    𝑎 ≠ 1   𝑎𝑛𝑑   𝑎 ∈ ℝ 

log4 4 = 1 log23           و               23 = 1 

 لوگاریتم یک به هر قاعده برابر با صفر است.   .2

log𝑎 1 = 0 

log3 1 = 0                  ,    log25 1 = 0 

ب دو یا چند عدد برابر با حاصل جمع لوگاریتم های آنهاست .3  لوگاریتم حاصل ضی

log𝑎 𝑥 ∙ 𝑦 = log𝑎 𝑥 + log𝑎 𝑦 

log10 5 ∙ 10 = log10 5 + log10 10 = 1 + log10 5 

ب لوگاریتم های آنهالوگاریتم حاصل تقسیم دو عدد  .4  برابر است با حاصل ضی

log𝑎
𝑥

𝑦
= log𝑎 𝑥 − log𝑎 𝑦 

log4
12𝑦

3𝑥
= log4

4𝑦

𝑥
= log4 4𝑦 − log4 𝑥 = 1 + log4

𝑦

𝑥
 

ب در لوگاریتم همان عدد.   .5  لوگاریتم یک عدد توان دار مساوی است به توان ضی

log𝑎 𝑥
𝑛 = 𝑛 log𝑎 𝑥 

log4 𝑥
3 = 3 log4 𝑥      ,        log12 𝑦

7 = 7 log12 𝑦 

ی قاعده نوشته می توانیم.  .6  یک لوگاریتم را به شکل حاصل تقسیم دو لوگاریتم با عیر

log𝑏 𝑎 =
log𝑚 𝑎

log𝑚 𝑏
 

log5 12 =
log7 12

log7 5
log2𝑚        و       =

log𝑑𝑚

log𝑑 2
 

 اگر یک لوگاریتم معکوس گردد، جاهای قاعده و عدد لوگاریتمی تغییر می کند.  .7

log𝑎𝑀 =
1

log𝑀 𝑎
 

log125 √5 =
1

log√5 125
=

1

log
(5)

1
2
53
=

1

6 log5 5
=
1

6
 

ب لوگاریتم قرار می دهیم.  .8  لوگاریتم که قاعده آن دارای توان باشد، یک بر توان قاعده را ضی

log𝑏𝑛 𝑥 =
1

𝑛
log𝑏 𝑥 

log45 3 =
1

5
log4 3 

 

ن لوگاریتم طبیع و معمولی   رابطه بیر

یعتی   لوگاریتم  دو  این  های  قاعده  داشت  نظر  در  , 10)با  𝑒)    قانون از  استفاده  با  log𝑏و  𝑎 =
log𝑚 𝑎

log𝑚 𝑏
 داریم که 

ln 𝑥 =
log10 𝑥

log10 𝑒
=

1

log10 𝑒
∙ log10 𝑥 

log10 𝑒 = log10 2.718281828… = 0,4343 

 پس با وضع این لوگاریتم داریم که

ln 𝑥 =
1

0,4343
∙ log10 𝑥 => ln 𝑥 = 2.3026 log 𝑥  

lnمثال:    را محاسبه کنید.  4.69

ی لوگاریتم های طبیعی و معمولی داریم که  حل: با استفاده از رابطه بیر

ln 𝑥 = 2.3026 log 𝑥 

=> ln 4,69 = 2.3026 log 4,69 = 2.3026 ∙ 0.6712 = 1.5455 

log 4.69 = 0,6712 

 مشخصه و ومانتس لوگاریتم

صحیح  قسمت  است. که  شده  ساخته  اعشاری(  قسمت  و  صحیح  )قسمت  بخش  دو  از  لوگاریتم 

 آنرا بنام مشخصه و قسمت اعشاری آن را بنام مانتس می گویند. یعتی 

𝑁 = 𝑎 ∙ 10𝑛 

log10𝑁 = log10 𝑎 ∙ 10
𝑛 = log10 𝑎 + log10 10

𝑛 = 𝑛 + log 𝑎 

 

 

0 ≤ log 𝑎 < 1 

 

 

logمثال: مشخصه و مانتس لوگاریتم   را دریافت نمائید.  235

235حل: به کمک روش علمی عدد نویسید داریم که   = 2.35 ∙ است و از اطراف لوگاریتم   102

یم.   می گیر

log 235 = log 2.35 ∙ 102 = log 102 + log 2.35 = 2 + log 2.35 

logو مانتس آن برابر است با  2در مثال فوق مشخصه برابر است با  2.35 = 0,371 

 روش های محاسبه مشخصه لوگاریتم

 فارقه )مانتس(  مشخصه 
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لوگاریتمی  عدد  ارقام  تعداد  به  برابر  لوگاریتم  مشخصه  باشد،  تام  عدد  یک  لوگاریتمی  عدد   اگر 

 منفی یک اند. 

log مشخصه           28871 = 4 

log مشخصه         400821 = 5 

اگر عدد لوگاریتمی کوچکیی از یک باشد، مشخصه برابر است با تعداد صفرهای اطراف علامه  

 اعشاری، که علامه مشخصه منفی در نظر گرفته می شود.  

log مشخصه                  0,0234 = −2 

log مشخصه             0,000345 = −4 

ن   انتیگرال معیر

وال بسته   𝑓(𝑥)لیمیت مجموعه ریمان تابع  تعریف:  ,𝑎]در انیی 𝑏]   وقتی که𝑛  به تی نهایت تقرب

وال های فرعی   طول انیی ین  ی تابع    𝑥∆کندو بزرگیی   𝑓(𝑥)به صفر نزدیک گردد به نام انتیگرال معیر

 یاد می گردد. 

 یعتی 

lim
𝑛→∞

∑𝑓(𝑥𝑖)∆𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

𝑛

𝑖=1

= [𝐹(𝑥)]𝑎
𝑏 = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) 

∫مثال: قیمت انتیگرال  𝑥2𝑑𝑥
3

1
 را دریافت نمائید.   

 حل: 

∫ 𝑥2𝑑𝑥
3

1

= [
𝑥3

3
]
1

3

=
1

3
(33 − 13) =

1

3
(27 − 1) =

27

3
= 9 

𝑦: مساحت محصور شده توسط  2مثال = 𝑥 − وال  𝑥و محور   1  دریابید.  [0,3]در انیی

 : 2حل

∫ (𝑥 − 1)
3

0

= [
𝑥2

2
− 𝑥]

0

3

= [
32

2
− 3] − 0 =

9

2
− 3 =

3

2
 

ن   خواص انتیگرال معیر

∫انتیگرال عدد ثابت  .1 𝐶𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 عبارت اند از.   

∫ 𝐶𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= 𝐶∫ 𝑑𝑥 = 𝐶[𝑥]𝑎
𝑏 =

𝑏

𝑎

𝐶(𝑏 − 𝑎) 

∫مثال: انتیگرال   𝑑𝑥
4

3
 را محاسبه کنید.    

 حل: 

∫ 𝑑𝑥
4

3

= [𝑥]3
4 = 4 − 3 = 1 

وال    𝑓(𝑥)اگر   .2 انیی ,𝑎]در  𝑏]    و پذیر  عدد   𝑘انتیگرال  آنصورت  در  باشد  ثابت  حقیفی  عدد  یک 

ون انتیگرال در نظر گرفته می شود.    ثابت بیر

∫ 𝑘𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= 𝑘∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

∫مثال: انتیگرال   4𝑑𝑥
2

−2
 را محاسبه نمائید.   

 حل: 

∫ 4𝑑𝑥
2

−2

= 4∫ 𝑑𝑥
2

−2

= 4(2 − (−2)) = 4 ∙ 4 = 16 

وال  𝑓(𝑥)تابع اولیه تابع  𝐹(𝑥)اگر تابع   .3 ,𝑎]در انیی 𝑏]  :متمادی باشد، درین صورت داریم که 

∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 = −∫ 𝑓(𝑥)
𝑎

𝑏

𝑑𝑥 

 مثال:  

∫ 4𝑥
5

2

𝑑𝑥 = −∫ 4𝑥𝑑𝑥
2

5

 

وال  𝑓(𝑥)اگر تابع   .4 ,𝑎]در انیی 𝑏]  .متمادی باشد، درین صورت داریم که 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 0
𝑎

𝑎

 

 مثال:  

∫ 2𝑥2
4

4

𝑑𝑥 = 0                            ∫ (3𝑥 − 9)
−2

−2

𝑑𝑥 = 0 

 انتیگرال حاصل جمع و تفریق توابع برابر است با حاصل جمع و تفریق انتیگرال های آنها: یعتی   .5

∫ (𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥))
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 ± ∫ 𝑔(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

 مثال:  

∫ (4 + 3𝑥2)
1

0

𝑑𝑥 = ∫ 4𝑑𝑥
1

0

+∫ 3𝑥2𝑑𝑥
1

0

= [4𝑥]0
1 + 3 [

𝑥3

3
]
0

1

= 4 + 1 = 5 

∫ (𝑥2 − 1)𝑑𝑥 = ∫ 𝑥2𝑑𝑥
3

0

−∫ 𝑑𝑥 = [
1

3
𝑥3]

0

3

− [𝑥]0
3

3

0

3

0

= 9 − 3 = 6 

وال که در آن  𝑓(𝑥)اگر تابع   .6  است، انتیگرال پذیر باشد، داریم که:  𝑐و   𝑏و  𝑎در انیی
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∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑐

𝑎

+∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑐

 

∫مثال: اگر انتیگرال   𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 17
10

0
∫و     𝑓(𝑥)𝑑𝑥

8

0
𝑑𝑥 = ∫باشد قیمت    12 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

10

8
 

 را دریابید. 

 حل: 

∫ 𝑓(𝑥)
10

0

𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
8

0

+∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
10

8

 

17 = 12 + ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
10

8

=> ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
10

8

= 17 − 12 = 5 

𝑓(𝑥)اگر توابع   .7 ≤ 𝑔(𝑥)  وال ,𝑎]در انیی 𝑏]  :انتیگرال پذیر باشند در آن صوت داریم که 

∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 ≤ ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

 مثال: 

2𝑥 − 4 ≤ 4𝑥2 + 8 => ∫ (2𝑥 − 4)𝑑𝑥 ≤ ∫ (4𝑥2 + 8)𝑑𝑥
4

0

4

0

 

وال    𝑓(𝑥)اگر تابع   .8 ,𝑎]در انیی 𝑏]    متمادی و𝑚    و𝑀   به ترتیب قیمت اصغری مطلق و اعظمی

وال باشند، درین صورت داریم که.   مطلق درین انیی

𝑚(𝑏 − 𝑎) ≤ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤ 𝑀(𝑏 − 𝑎)
𝑏

𝑎

 

∫مثال: انتیگرال   𝑒−𝑥
2
𝑑𝑥

1

0
 را دریابید.   

𝑓(𝑥)حل: چون تابع  = 𝑒−𝑥
2

وال   𝑀متمادی است، و  [0,1]در انیی = 𝑓(0) =  و 1

 𝑚 = 𝑓(1) =
1

𝑒
 پس داریم که.   

1

𝑒
(1 − 0) ≤ ∫ 𝑒−𝑥

2
𝑑𝑥

1

0

≤ 1(1 − 0) 

 

𝑒−1 ≤ ∫ 𝑒−𝑥
2
𝑑𝑥

1

0

≤ 1 

=> ∫ 𝑒−𝑥
2
𝑑𝑥

1

0

≈ 0,3679 

وال بسته      𝑓(𝑥)اگر تابع   .9 ,𝑎]در انیی 𝑏]  متمادی باشد درین صورت یک عدد حقیفی𝑐   طوریکه

𝑎 < 𝑐 < 𝑏   :وجود دارد 

∫ 𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎

𝑑𝑥 = 𝑓(𝑐)(𝑏 − 𝑎) 

∫مثال: در انتیگرال  𝑥2𝑑𝑥
4

1
 را دریافت نمائید.   𝑐مقدار  

 حل: 

∫ 𝑥2𝑑𝑥
4

1

= [
𝑥3

3
]
1

4

=
64

3
−
1

3
=
63

3
= 21 

∫ 𝑥2𝑑𝑥
4

1

= 𝑓(𝑐)(4 − 1) => ∫ 𝑥2𝑑𝑥
4

1

= 𝑐2(4 − 1) 

=> 21 = 3𝑐2 => 𝑐2 = 7 => 𝑐 = ±√7  

 قضایای اساسی مشتق و انتیگرال: مشتق و انتیگرال دو قضیه اساسی دارند.  .10

 قضیه اول اساسی مشتق و انتیگرال:  ❖

وال  𝑓(𝑥)اگر تابع   ,𝑎]در انیی 𝑏]  متمادی و𝑥 وال شامل باشد، داریم که  درین انیی

  𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
وال    𝑓(𝑥)چون تابه    ,𝑎]در انیی 𝑏]    مشتق پذیر است پس برای هر𝑥 ∈

[𝑎, 𝑏]    ،𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

∫مثال: مشتق  
1

𝑡2+1
𝑑𝑡

𝑥2+1

2
 را دریابید.  

 حل: 

𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑔(𝑥)) ∙ 𝑔′(𝑥) 

𝐹′(𝑥) =
1

(𝑥2 + 1)2 + 1
 (𝑥2 + 1)′ =

1

(𝑥2 + 1)2 + 1
 2𝑥 

=> 𝐹′(𝑥) =
2𝑥

(𝑥2 + 1)2 + 1
  

 قضیه دوم  اساسی مشتق و انتیگرال:  ❖

وال بسته  𝑓(𝑥)تابع اولیه  𝐹(𝑥)اگر تابع   ,𝑎]در انیی 𝑏]   متمادی باشد درین صورت داریم که 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎)
𝑏

𝑎

 

∫مثال: حاصل انتیگرال  𝑥2𝑑𝑥
1

0
 را دریابید.   

 حل: 

∫ 𝑥2𝑑𝑥
1

0

= [
𝑥3

3
]
0

1

=
1

3
 

ی به  .11 : انتیگرال گیر  طریقه تعویضی
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برای بدست آوردن انتیگرال یک تابع که قابل تعویض به یک تابع کوچکیی باشد از روش تعویضی 

 استفاده می نمائیم.  

∫مثال: انتیگرال  
𝑑𝑥

(3−5𝑥)2

2

1
 را محاسبه نمائید.   

 حل: 

𝑢 = 3 − 5𝑥 => 𝑑𝑢 = −5𝑑𝑥 => 𝑑𝑥 = −
1

5
𝑑𝑢  

{
𝑥 = 1

𝑢 = 3 − 5𝑥 => 𝑢 = 3 − 5 = −2
 

{
𝑥 = 2

𝑢 = 3 − 5𝑥 => 𝑢 = −7
 

∫
𝑑𝑥

(3 − 5𝑥)2

2

1

= ∫
1

𝑢2
∙ (−

1

5
) 𝑑𝑢 = −

1

5
∫

1

𝑢2
𝑑𝑢

−7

−2

−7

−2

= −
1

5
[−
1

𝑢
]
−2

−7

 

=>
1

5
[−
1

7
+
1

2
] =

1

14
 

 قرار است موضوعات ذیل را درین بخش بیاموزیم 

 
 :  شاگردان درین درین بخش باید: اهداف آموزسی 

ی قسمی گردد.  • ی فورمول های انتیگرال گیر  قادر به دانسیی

ی به روش قسمی گردد.  •  قادر به حل مثال های انتیگرال گیر

 مشتق توابع نماتی را دریافت بتوانند.  •

 مشتق توابع لوگاریتمی را دریافت بتوانند.   •

 

ی به طریقه قسمی  انتیگرال گیر

 تعریف: 

توابع   رابطه    𝑔(𝑥)و    𝑓(𝑥)اگر  و  باشند،  پذیر  مشتق  تابع  با    𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥∫دو  باشد،  موجود 

اگر   نمود.  حل  را  ها  انتیگرال  نوع  این  توان  می  قسمی  روش  از  𝑓(𝑥)استفاده  = 𝑢    و𝑔(𝑥) = 𝑣 

 تعویض نمائیم داریم که.  

(𝑢 ∙ 𝑣)′ = 𝑢′ ∙ 𝑣 + 𝑢 ∙ 𝑣′ => 𝑢 ∙ 𝑣′ = (𝑢 ∙ 𝑣)′ − 𝑢′ ∙ 𝑣 

∫𝑣′ ∙ 𝑢𝑑𝑥 = 𝑢 ∙ 𝑣 − ∫𝑢′ ∙ 𝑣𝑑𝑥     یا      ∫ 𝑢𝑑𝑣 = 𝑢 ∙ 𝑣 − ∫𝑣𝑑𝑢 

ی داریم که:  ی نیر  برای انتیگرال های معیر

∫ 𝑢𝑑𝑣 = [𝑢 ∙ 𝑣]𝑎
𝑏 −∫ 𝑣𝑑𝑢

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

 

ی    : انتیگرال 1مثال ∫نا معیر 𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥   .را دریافت نمائید 

 : 1حل

{
𝑢 = 𝑥                , 𝑑𝑢 = 𝑑𝑥
𝑑𝑣 = 𝑠𝑖𝑛𝑥      ,      𝑣 = −𝑐𝑜𝑠𝑥

   => ∫𝑢𝑑𝑣 = 𝑢 ∙ 𝑣 − ∫𝑣𝑑𝑢 

∫𝑥 𝑠𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥 = 𝑥(−𝑐𝑜𝑠𝑥) − ∫−𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥 = −𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝐶 

∫: انتیگرال 2مثال −𝑥𝑒𝑥𝑑𝑥
1

0
 را حساب کنید.   

 : 2حل

{
𝑢 = −𝑥      ,    𝑑𝑢 = −𝑑𝑥 => −𝑑𝑢 = 𝑑𝑥

𝑑𝑣 = 𝑒𝑥𝑑𝑥    ,     𝑣 = 𝑒𝑥    
 

∫ 𝑢𝑑𝑣 = [𝑢 ∙ 𝑣]𝑎
𝑏 −∫ 𝑣𝑑𝑢

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

 

∫ −𝑥𝑒𝑥𝑑𝑥
1

0

= [−𝑥𝑒𝑥]0
1 +∫𝑒𝑥𝑑𝑥

1

0

= −𝑒1 + 0 ∙ 𝑒0 + [𝑒𝑥]0
1 = −1 

 مشتق توابع نماتی و لوگاریتمی

𝑓(𝑥)بصورت عموم اگر   = ln 𝑥    و𝑔(𝑥) = 𝑎𝑥    باشد، پس𝑓′(𝑥) =
1

𝑥
𝑔′(𝑥)و     = 𝑎𝑥 ln 𝑥 

 است. 

𝑓(𝑥) = ln 𝑥 => 𝑓′(𝑥) =
1

𝑥
  

𝑔(𝑥) = 𝑎𝑥 => 𝑔′(𝑥) = 𝑎𝑥 ln 𝑥  

 قضیه: 

انتیگرال گیری قسمی

مشتق توابع نمایی

یمشتق توابع لوگاریتم
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𝑓(𝑥)اگر تابع   .1 = log𝑎 𝑥  .باشد درین صورت مشتق آن عبارت اند از 

𝑓(𝑥) = log𝑎 𝑥 => 𝑓
′(𝑥) =

1

𝑥
 log𝑎 𝑒 

𝑓(𝑥)اگر تابع   .2 = log𝑎 𝑔(𝑥)   .باشد، مشتق آن عبارت اند از 

𝑓(𝑥) = log𝑎 𝑔(𝑥) => 𝑓
′(𝑥) =

𝑔′(𝑥)

𝑔(𝑥)
 log𝑎 𝑒 

𝑓(𝑥): مشتق تابع 1مثال = ln(𝑥2 +  را دریابید.   (1

𝑔(𝑥): 1حل = 𝑥2 +  وضع می کنیم.  1

𝑔(𝑥) = 𝑥2 + 1 

𝑔′(𝑥) = 2𝑥 

(ln 𝑔(𝑥))′ =  
𝑔′(𝑥)

𝑔(𝑥)
 

𝑓′(𝑥) = (ln(𝑥2 + 1))′ =
(𝑥2 + 1)′

(𝑥2 + 1)
=

2𝑥

𝑥2 + 1
=> 𝑓′(𝑥) =

2𝑥

𝑥2 + 1
 

𝑓(𝑥): مشتق توابع  2مثال = log𝑎 √
𝑥2+1

𝑥2−1
 را دریافت نمائید.  

 : 2حل

𝑓(𝑥) = log𝑎√
𝑥2 + 1

𝑥2 − 1
= (log𝑎√

𝑥2 + 1

𝑥2 − 1
)

1
2

 

=
1

2
log𝑎

𝑥2 + 1

𝑥2 − 1
=
1

2
(log𝑎 𝑥

2 + 1 − log𝑎 𝑥
2 − 1) 

𝑓′(𝑥) = (log𝑎√
𝑥2 + 1

𝑥2 − 1
)

′

= (
1

2
(log𝑎 𝑥

2 + 1 − log𝑎 𝑥
2 − 1))

′

 

=
1

2
[
(𝑥2 + 1)′

𝑥2 + 1
log𝑎 𝑒 −

(𝑥2 − 1)′

𝑥2 − 1
log𝑎 𝑒]

=
1

2
[
2𝑥

𝑥2 + 1
log𝑎 𝑒 −

2𝑥

𝑥2 − 1
log𝑎 𝑒] 

=
1

2
2𝑥 log𝑎 𝑒 [

1

𝑥2 + 1
−

1

𝑥2 − 1
] =

−𝑥

𝑥4 − 1
log𝑎 𝑒 

𝑔(𝑥)تمرین: متشق تابع  = ln√
𝑥2+1

𝑥2−1
 را دریافت نمائید.  

𝑦: مشتق تابع 3مثال = 𝑒(𝑥
 را دریافت نمائید.  (2+1

𝑢: از تعویض 3حل = 𝑥2 +  استفاده می کنیم.   1

𝑦 = 𝑒(𝑥
2+1) => 𝑦′ = (𝑥2 + 1)′ ∙ 𝑒𝑢 = 2𝑥 ∙ 𝑒(𝑥

2+1) 

𝑦: مشتق تابع 4مثال = √2
𝑥

 را دریافت نمائید.  

 : 4حل

𝑦 = √2
𝑥
=> 𝑦 = 2

1
𝑥 

𝑦′ = (2
1
𝑥)
′

= (
1

𝑥
) ′ ∙ 2

1
𝑥 ∙ ln 2 =

−1

𝑥2
2
1
𝑥 ln 2  

𝑦: مشتق تابع 5مثال = log3(log2 𝑥)  .را دریافت نمائید 

 : 5حل

𝑦 = log3(log2 𝑥) => 𝑦
′ =

(log2 𝑥)′

ln 3 ∙ log2 𝑥
=

1
𝑥 ln 2

ln 3 ∙ log2 𝑥

=
1

ln 2 ∙ ln 3 ∙ 𝑥 log2 𝑥
  

=
1

ln 2 ∙ ln 3 ∙ 𝑥 ∙
log𝑒 𝑥
log𝑒 2

=
1

ln 2 ∙ ln 3 ∙ 𝑥 ∙
ln 𝑥
ln 2

=
1

ln 3 ∙ 𝑥 ∙ ln 𝑥
 

 

 

 فعالیت ها

 مشتق توابع ذیل را دریافت نمائید.  ➢

I.𝑓(𝑥) = ln√3𝑥2 + 7 

II.𝑓(𝑥) = log10 3𝑥
2 

III.𝑦 =
(𝑥+2)2(√𝑥−1)

(𝑥+4)3 𝑒𝑥
 

IV.𝑦 = 𝑥𝑥 

V.𝑓(𝑥) = ln(5𝑥2 − 6𝑥 + 5)  

VI.𝑓(𝑥) = ln sin 3𝑥 

 مشتق توابع نماتی را تعریف نمائید.  ➢

 آیا توابع نماتی و لوگاریتمی معکوس یک دیگر اند؟  ➢

ی قسمی را بنویسید.  ➢  فورمول های انتیگرال گیر

∫انتیگرال  ➢ 𝑥5 cos 𝑥3 𝑑𝑥   .را دریافت نمائید 

∫انتیگرال  ➢ 𝑥 cos 2𝑥 𝑑𝑥   .را دریافت نمائید 
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 آنچه درین بخش فرا خواهیم گرفت

 
: در پایان این درس شاگردان قادر گردد تا:   aاهداف آموزسیر

 مشتق توابع معکوس را بدانند و تعریف کرده بتوانند 

 انتیگرال توابع نماتی و لوگاریتمی را دانسته و آنها را تعریف کرده بتوانند.   

 کسور قسمی را بدانند و تعریف کرده بتوانند.   

 انتیگرال ها را توسط کسور قسمی محاسبه کرده بتوانند.   

 مثال های مربوط به موضوعات آتی را حل کرده بتوانند.   

 مشتق توابع معکوس 

هرگاه   یعتی    𝑔و    𝑓تعریف:  باشند،  همدیگر  معکوس  تابع  𝑦دو  = 𝑓(𝑥) ⟺ 𝑥 = 𝑔(𝑦)   درین

صورت  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1
𝑑𝑥

𝑑𝑦

𝑦′𝑥یا     =
1

𝑥′𝑦
بنویسیم،    میتوانیم  ضمتی  توابع  مشتق  خواص  و  تابع  است، که 

 که: 

{
𝑦 = 𝑓(𝑥)

𝑥 = 𝑔(𝑦)
=> 𝑦′𝑥 ∙ 𝑥

′
𝑦 = 𝑦

′
𝑦
=> 𝑦′

𝑥
∙ 𝑥′𝑦 = 1 => 𝑦′𝑥 =

1

𝑥′𝑦
 

𝑦مثال: مشتق تابع  = 𝑎𝑥   .را با استفاده از مشتق تابع معکوس آن بدست آرید 

 حل: 

 

𝑦 = 𝑎𝑥 => 𝑥 = log𝑎 𝑦 

𝑦′𝑥 =
1

𝑥′𝑦
=

1

(log𝑎 𝑦)′
=

1

1
𝑦
log𝑎 𝑒

=
1

1
𝑦

 log𝑒 𝑎 = 𝑦 log𝑒 𝑎 = 𝑎
𝑥 ln 𝑎 

 مشتق توابع معکوس مثلثات  

A.  مشتق تابعsin   : 

𝑦 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛𝑥 ⟺ 𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝑦 

𝑦′𝑥 =
1

𝑥′𝑦
=

1

(𝑠𝑖𝑛𝑦)′
=

1

𝑐𝑜𝑠𝑦
=

1

√1 − 𝑠𝑖𝑛2𝑦
=> (𝑎𝑟𝑐 sin 𝑥)′ =

1

√1 − 𝑥2
 

B.  مشتق معکوس تابعcos : 

𝑦′
𝑥
=
1

𝑥′𝑦
=

1

(𝑐𝑜𝑠𝑦)′
=

1

−𝑠𝑖𝑛𝑦
=

−1

√1 − 𝑐𝑜𝑠2𝑦
 

=> (𝑎𝑟𝑐 sin 𝑥)′ = −
1

√1 − 𝑥2
 

C.  :مشتق معکوس تانجانت 

 

𝑦′𝑥 =
1

𝑥′𝑦
=

1

(𝑡𝑎𝑛𝑦)′
=

1

1
𝑐𝑜𝑠2𝑦

= 𝑐𝑜𝑠2𝑦 => (𝑎𝑟𝑐 tan 𝑥)′ =
1

1 + 𝑥2
 

D.   :مشتق معکوس کوتانجانت 

 

𝑦′
𝑥
=
1

𝑥′𝑦
=

1

(𝑐𝑡𝑎𝑛𝑦)′
=

1

−1
𝑠𝑖𝑛2𝑦

= −𝑐𝑜𝑠2𝑦 

=> (𝑎𝑟𝑐 ctan 𝑥)′ = −
1

1 + 𝑥2
 

 

𝑦: مشتق تابع 1مثال = (𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥)5   .را بدست آرید 

 : 1حل

𝑦 = (𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥)5 

𝑦′ = 5(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥)4(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥)′ = 5(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥)4
1

1 + 𝑥2
 

𝑦: مشتق تابع 2مثال = log5(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥)   .را بدست آرید 

 : 2حل

𝑦 = log5(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥) 

𝑦′ = [𝑦 = log5(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥) ]
′ =

(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥)′

(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥) ln 5
=

1
1 + 𝑥2

(1 + 𝑥2)(𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛𝑥) ln 5
 

𝑦: مشتق تابع 3مثال = arctan 𝑒𝑥   .را بدست آرید 

 : 3حل

𝑦′ = [arctan 𝑒𝑥]′ = (arctan 𝑢)′ =  
𝑢′

1 + 𝑢2
=

𝑒𝑥

1 + 𝑒2𝑥
 

𝑦′ =
𝑒0

1 + 𝑒0
=

1

1 + 1
=
1

2
 

مشتق توابع معکوس کسور قسمی

انتیگرال توابع نمایی و لوگاریتمی محاسبه انتیگرال توسط کسور قسمی
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 کسور قسمی  

تعریف: کسرهای کوچک یک کسر واقعی که به شکل حاصل جمع نوشته شده باشد، طوریکه اگر  

 آنها باهم جمع گردد کسر داده شده واقعی بدست آید کسور قسمی نامیده می شود.  

 برای تجزیه سک واقعی حالات ذیل وجود دارد.  

 حالت اول

هرگاه  
𝑃𝑚(𝑥)

𝑃𝑛(𝑥)
می     تجزیه  ذیل  قرار  باشد  تشکیل گردیده  نشده  تکرار  تی  ضی عوامل  از  مخرج  پولینوم 

 گردد.  

 
𝑃𝑚(𝑥)

𝑃𝑛(𝑥)
=

𝐴

𝑥 − 𝑥1
+

𝐵

𝑥 − 𝑥2
+

𝐶

𝑥 − 𝑥3
+⋯+

𝑁

𝑥 − 𝑥𝑛
 

مثال: کسر 
4𝑥2−𝑥−39

𝑥3−4𝑥2−7𝑥+10
 را به کسور قسمی آن تجزیه نمائید.  

تی آنها تجزیه می کنیم.   حل: پولینوم مخرج را به عوامل ضی

𝑥3 − 4𝑥2 − 7𝑥 + 10 = (𝑥 − 5)(𝑥 − 1)(𝑥 + 2) 

 یعتی 

4𝑥2 − 𝑥 − 39

𝑥3 − 4𝑥2 − 7𝑥 + 10
=

𝐴

𝑥 − 5
+

𝐵

𝑥 − 1
+

𝐶

𝑥 + 2
 

                    =
𝐴(𝑥 − 1)(𝑥 + 2) + 𝐵(𝑥 − 5)(𝑥 + 2) + 𝐶(𝑥 − 1)(𝑥 − 5)

(𝑥 − 5)(𝑥 − 1)(𝑥 + 2)
 

                   =
𝐴𝑥2 + 𝐴𝑥 − 2𝐴 + 𝐵𝑥2 − 3𝐵𝑥 − 10𝐵 + 𝐶𝑥2 − 6𝐶𝑥 + 5𝐶

(𝑥 − 5)(𝑥 − 1)(𝑥 + 2)
 

                  =
(𝐴 + 𝐵 + 𝐶)𝑥2 + (𝐴 − 3𝐵 − 6𝐶)𝑥 + (−2𝐴 − 10𝐵 + 5𝐶)

(𝑥 − 5)(𝑥 − 1)(𝑥 + 2)
 

ی باهم برابر اند. و داریم که.   در رابطه فوق مخرج ها باهم برابر اند، پس صورت ها نیر

{
𝐴 + 𝐵 + 𝐶 = 4

𝐴 − 3𝐵 − 6𝑐 = −1
−2𝐴 − 10𝐵 + 5𝐶 = −39

 

 مجهوله درجه یک است، بعد از حل آن داریم کهرابطه فوق یک معادله سه 

𝐴 = 2       ,        𝐵 = 3        ,          𝐶 = −1 

 حالت دوم

تی مخرج پولینوم درجه یک که بعضی از آنها تکرار گردیده باشد، یعتی عامل   𝑥)هرگاه عوامل ضی −

𝑥0)  ،𝑛 –   .دفعه تکرار گردیده باشد 
𝑃𝑚(𝑥)

𝑃𝑛(𝑥)
=

𝐴

𝑥 − 𝑥0
+

𝐵

(𝑥 − 𝑥0)
2
+

𝐶

(𝑥 − 𝑥0)
3
+⋯+

𝑁

(𝑥 − 𝑥0)
𝑛

 

مثال: کسر واقعی 
3𝑥2−6𝑥+2

𝑥3−4𝑥2+5𝑥−2
 را به کسر های  قسمی آن تجزیه نمائید.   

 حل: 

3𝑥2 − 6𝑥 + 2

𝑥3 − 4𝑥2 + 5𝑥 − 2
=

𝐴

𝑥 − 2
+

𝐵

𝑥 − 1
+

𝐶

(𝑥 − 1)2
 

               =
𝐴(𝑥 − 1)2 + 𝐵(𝑥 − 2)(𝑥 − 1) + 𝐶(𝑥 − 2)

(𝑥 − 2)(𝑥 − 1)2
 

               =
(𝐴 + 𝐵)𝑥2 + (−2𝐴 − 3𝐵 + 𝐶)𝑥 + (𝐴 + 2𝐵 − 2𝐶)

(𝑥 − 2)(𝑥 − 1)2
 

{
𝐴 + 𝐵 = 3

−2𝐴 − 3𝐵 + 𝐶 = −6 
𝐴 + 2𝐵 − 2𝐶 = 2

            => {
𝐴 = 2
𝐵 = 1
𝐶 = 1

 

3𝑥2 − 6𝑥 + 2

𝑥3 − 4𝑥2 + 5𝑥 − 2
=

2

𝑥 − 2
+

1

𝑥 − 1
+

1

(𝑥 − 1)2
 

 حالت سوم

تی مخرج پولینوم درجه که قابل تجزیه نبوده و تکرار هم نگردیده باشد، پس یک   هرگاه عوامل ضی

جز پولینوم  
𝑃𝑚(𝑥)

𝑃𝑛(𝑥)
است که شکل   

𝐴𝑥+𝐵

𝑎𝑥2+𝑏𝑥+𝑐
 را دارد.   

مثال: کسر 
5𝑥2+8𝑥+9

𝑥3+3𝑥2+6𝑥+4
 را به کسر های قسمی آن تجزیه نمائید.  

 حل: 

5𝑥2 + 8𝑥 + 9

𝑥3 + 3𝑥2 + 6𝑥 + 4
=

𝐴𝑥 + 𝐵

𝑥2 + 2𝑥 + 4
+

𝐶

𝑥 + 1
 

                  =
(𝐴𝑥 + 𝐵)(𝑥 + 1) + 𝐶(𝑥2 + 2𝑥 + 4)

𝑥3 + 3𝑥2 + 6𝑥 + 4
 

                  =
(𝐴 + 𝐶)𝑥2 + (𝐴 + 𝐵 + 2𝐶)𝑥 + (𝐵 + 4𝐶)

𝑥3 + 3𝑥2 + 6𝑥 + 4
 

{
𝐴 + 𝐶 = 5

𝐴 + 𝐵 + 2𝐶 = 8
𝐵 + 4𝐶 = 9

    => {
𝐴 = 3
𝐵 = 1
𝐶 = 2

 

 

5𝑥2 + 8𝑥 + 9

𝑥3 + 3𝑥2 + 6𝑥 + 4
=

3𝑥 + 1

𝑥2 + 2𝑥 + 4
+

2

𝑥 + 1
 

 

)اکسپوننشیل(    انتیگرال های توابع نماتی

𝑓(𝑥)برای تابع نماتی   = 𝑒𝑥   داریم که 
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𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥  =>  ∫𝑒𝑥𝑑𝑥 = 𝑒𝑥 + 𝐶 

𝑓(𝑥)و برای تابع نماتی  = 𝑎𝑥  :داریم که 

𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥  => ∫𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
𝑎𝑥

ln 𝑎
+ 𝐶   ∶     (𝑎 ∈ ℝ+    ,    𝑎 ≠ 1) 

𝑓(𝑥): انتیگرال 1مثال = 2𝑥−3   .را دریابید 

 حل: 

∫2𝑥−3𝑑𝑥 = ∫
2𝑥

23
𝑑𝑥 = ∫

1

8
 2𝑥 𝑑𝑥 =

1

8
 ∫2𝑥 𝑑𝑥 =

1

8

2𝑥

ln 2
+ 𝐶 

 را دریابید.   3𝑥+1𝑑𝑥∫: انتیگرال نماتی 2مثال

 : 2حل

∫3𝑥+1𝑑𝑥 = ∫3 ∙ 3𝑥 𝑑𝑥 = 3∫3𝑥 𝑑𝑥 = 3
3𝑥

ln 3
+ 𝐶 

 انتیگرال توابع لوگاریتمی

 میدانیم گه لوگاریتم ها دو نوع اند، پس انتیگرال این توابع عبارت اند از.  

∫ ln 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥 ln 𝑥 − 𝑥 + 𝐶 

∫ log𝑎 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥 log𝑎
𝑥

𝑒
+ 𝐶 

∫: انتیگرال 1مثال ln 3𝑥 𝑑𝑥  .را بدست آورید 

 

 : 1حل

∫ ln 3𝑥 𝑑𝑥 = ∫(ln 3 + ln 𝑥)𝑑𝑥 =∫ ln 3 𝑑𝑥 + ∫ ln 𝑥 𝑑𝑥 

= 𝑥 ln 3 + 𝑥 ln 𝑥 − 𝑥 + 𝐶 = 𝑥(ln 3𝑥 − 1) + 𝐶 

∫: انتیگرال 2مثال
1

2
 𝑒−2𝑥−3 𝑑𝑥  .را بدست آورید 

 : 2حل

−2𝑥 − 3 = 𝑢  =>  −2 =
𝑑𝑢

𝑑𝑥
    ,   𝑑𝑥 = −

1

2
𝑑𝑢  

∫
1

2
 𝑒−2𝑥−3 𝑑𝑥 = ∫

1

2
 𝑒𝑢 ∙ (−

1

2
) 𝑑𝑢 = −

1

4
 ∫ 𝑒𝑢𝑑𝑢 = −

1

4
𝑒𝑢 + 𝐶 

=> −
1

4
𝑒−2𝑥−3 + 𝐶 

∫: انتیگرال 3مثال
2𝑥

𝑥+2
𝑑𝑥   .را دریابید 

 : 3حل

∫
2𝑑𝑢

𝑢
= 2∫

𝑑𝑢

𝑢
= 2 ln|𝑢| + 𝐶 = 2 ln|𝑥 + 2| + 𝐶 

∫: انتیگرال 4مثال 𝑒2𝑥𝑑𝑥
1

−1
 را دریابید.   

 : 4حل

𝑢 = 2𝑥 => 𝑑𝑢 = 2𝑑𝑥 => 𝑑𝑥 =
1

2
𝑑𝑢 

{
𝑥 = −1 , 𝑢 = 2𝑥 => 𝑢 = 2(−1) − 2
𝑥 = 1  , 𝑢 = 2𝑥 => 𝑢 = 2(1) = 2

 

∫𝑒2𝑥𝑑𝑥

1

−1

=
1

2
∫𝑒𝑢𝑑𝑢 =

1

2
 [𝑒𝑢]−2

2 = 3,627

1

−1

 

 

 محاسبه انتیگرال توسط کسور قسمی 

انتیگرال آنها یک کسر واقعی اند، پس برای محاسبه  بعضی انتیگرال های وجود دارند که تابع تحت  

 انتیگرال آنها از کسور قسمی استفاده می نمائیم. 

∫: انتیگرال 1مثال
7𝑥−12

𝑥2−6𝑥+8
𝑑𝑥  .را دریافت نمائید 

بخش 1حل در  را  تجزیه  روش  می کنیم)  تجزیه  آن  قسمی  به کسور  را  انتیگرال  تحت  تابع  ابتداء   :

 تجزیه به کسور قسمی خواندیم(. 

∫
7𝑥 − 12

𝑥2 − 6𝑥 + 8
𝑑𝑥 = ∫

−1

𝑥 − 2
𝑑𝑥 +∫

8

𝑥 − 4
𝑑𝑥 

                    = −∫
1

𝑥 − 2
𝑑𝑥 + 8∫

1

𝑥 − 4
𝑑𝑥 

                   =  − ln|𝑥 − 2| + 8 ln|𝑥 − 4| + 𝐶 = ln(𝑥 − 2)−1 + ln(𝑥 − 4)8 

                   = ln (
(𝑥 − 4)8

𝑥 − 2
) + 𝐶 

 فعالیت ها

∫انتیگرال  
−5𝑥+9

𝑥2+𝑥−6
𝑑𝑥  .را محاسبه کنید 

3∫انتیگرال   log
1

𝑥
𝑑𝑥  .را محاسبه کنید 

∫انتیگرال  
4

𝑒2𝑥−4
𝑑𝑥

2

1
 محاسبه کنید.   

 کسور قسمی چیست؟ با ذکر یک مثال بیان کنید.  

ی    ح کنید.    انتیگرال توابع نماتی را تسرر

ی    ح کنید.    انتیگرال توابع لوگاریتمی را تسرر
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 آنچه قرار است درین بخش بخوانیم

 
 :  در پایان این بخش شاگردان باید به نتایج ذیل دست یابند.  اهداف آموزسی 

 محاسبه سطوح محصور شده توسط گراف منحتی ها را بدانند.  ✓

ی دو منحتی توابع را دریافت کرده بتوانند.   ✓  مساحت محصور شده بیر

ی دریافت کرده بتوانند.   ✓  حجم اجسام دوراتی را با استفاده از انتیگرال معیر

 طول قوس را محاسبه کرده بتوانند.  ✓

 مثال های مربوط به درس را کار کرده بتوانند.   ✓

 محاسبه مساحت محصور شده توسط یک منحبن 

∫انتیگرال   𝑓(𝑥)
𝑏

𝑎
𝑑𝑥 = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎)   منحتی توسط  دهد که  می  نشان  را  سطج  مساحت 

𝑦تابع  = 𝑓(𝑥)   و محور𝑥  وال ,𝑎]در انیی 𝑏]    .محصور شده است 

وال بسته   𝑓(𝑥)اگر تابع   ,𝑎]در انیی 𝑏]   متمادی و مثبت باشد، یعتی𝑦 = 𝑓(𝑥) ≥ گردد درین   0

تابع   محور     𝑓(𝑥)حالت گراف  بالای  قسمت  در  اگر    𝑥همیشه  و  مثبت   و  دارد  𝑓(𝑥)قرار  ≤ 0 

ی   قرار دارد و منفی است.  𝑥 باشد درین صورت گراف تابع همیشه در قسمت پائیر

 

تابع  1مثال منحتی  توسط  شده  محصور  سطح  مساحت   :𝑦 = 1 −
1

2
𝑥2    محور محاسبه   𝑥و  را 

 نمائید. 

ی نمودن سطح محصور شده ابتداء نقطه بحراتی و تقاطع با محور  1حل را به دست   𝑥: برای تعییر

 می آوریم. 

𝑦 = 1 −
1

2
𝑥2  , 𝑦′ = −𝑥 

𝑦′ = 0 => 𝑥 = 0 

𝑥 = 0 => 𝑦 = 1 −
1

2
 0 = 1   =>   نقطه  بحراتی (0,1)

𝑦 = 0 => 1 −
1

2
𝑥2 = 0 => −

1

2
𝑥2 = −1 => 𝑥 = ±√2 = {

𝑥1 = √2

𝑥1 = −√2
 

=> (√2, 0) , (−√2,   نقاط  تقاطع  با محورات (0

∫ (1 −
1

2
𝑥2) 𝑑𝑥 = 2

√2

−√2

∫ (1 −
1

2
𝑥2) 𝑑𝑥 = 2([𝑥 −

1

6
𝑥3]

0

√2

)

√2

0

 

𝐴 = 2(√2 −
(√2)

3

6
− 0) = 2(

6√2 − (√2)
3

6
) =

4√2

3
 

 

 

 

 

 

 

 

 

تابع  2مثال منحتی  𝑦: گراف  = 𝑥2 − 3𝑥   منحتی توسط  شده  محصو  سطح  مساحت  و  رسم  را 

وال  𝑥مذکور و محور    محاسبه کنید.  [1,4−]را در انیی

 : 2حل

𝑦 = 𝑥2 − 3𝑥   => 𝑦′ = 2𝑥 − 3 

𝑦′ = 0 => 2𝑥 − 3 = 0 => 2𝑥 = 3 => 𝑥 =
3

2
 

𝑥 =
3

2
 => 𝑦 = 𝑥2 − 3𝑥 = (

3

2
)
2

− 3(
3

2
) 

𝑦 =
9

4
−
9

2
= −

9

4
                 (

3

2
,−
9

4
)   نقطه  بحراتی 

 

 

 

 

 

محاسبه مساحت 
محصور شده 

توسط یک منحنی

تعریف•

مثال ها •

مساحت محصور 
شده توسط دو 

منحنی

تعریف •

مثال ها •

محاسبه حجم 
اجسام دورانی 

تعریف •

مثال ها •

محاسبه طول 
قوس 

𝑌 

𝑋 −√2 √2 

𝑦 𝑥 
𝐴1 

𝐴2 
𝐴3 

−1 4 
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𝐴 = 𝐴1 − 𝐴2 + 𝐴3 = ∫(𝑥2 − 3𝑥)𝑑𝑥 − ∫(𝑥2 − 3𝑥)𝑑𝑥 + ∫(𝑥2 − 3𝑥)𝑑𝑥

4

3

3

0

0

−1

 

𝐴 = [
1

3
𝑥3 −

3

2
𝑥2]

−1

0

− [
1

3
𝑥3 −

3

2
𝑥2]

0

3

+ [
1

3
𝑥3 −

3

2
𝑥2]

3

4

 

ی بجای متحول ها داریم که  بعد از وضع اندکس های بالای و پائیر

𝐴 = −(−
1

3
−
3

2
) − (

1

3
27 −

3

2
9) + (

1

3
64 −

3

2
16) − (

1

3
27 −

3

2
9) 

    =
1

3
+
3

2
−
27

3
+
27

2
+
64

3
−
48

2
−
27

3
+
27

2
=> 𝐴 =

49

6
 

 محاسبه مساحت محصور شده توسط دو منحبن 

منحتی   دو  توسط  شده  محصور  سطح  محاسبه  𝑦1برای  = 𝑓(𝑥)    و𝑦2 = 𝑔(𝑥)    صورتیکه در 

𝑓(𝑥) > 𝑔(𝑥)    تابع یعتی گراف  تابع    𝑓(𝑥)باشد،  از گراف  پس   𝑔(𝑥)بالاتر  باشد،  داشته  قرار 

ی منحتی با محور    مساحت بیر
ٌ

وال    𝑥ابتداء نقطه تقاطع هر دو منحتی را یافته بعدا ,𝑎]را در انیی 𝑏]  

 محاسبه می کنیم.  

𝐴 = ∫[𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)]

𝑏

𝑎

dx = ∫𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 − ∫𝑔(𝑥)

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

𝑓(𝑥)اگر   < 𝑔(𝑥)    باشد، یعتی گراف تابع𝑔(𝑥)    بالاتر از گراف تابع𝑓(𝑥)   قرار داشته باشد داریم

 که. 

𝐴 = ∫[𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥)]

𝑏

𝑎

dx = ∫𝑔(𝑥)

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 − ∫𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

های  1مثال منحتی  ی  بیر شده  محصور  سطح  مساحت   :𝑓(𝑥) = 2𝑥 − 𝑥2    و𝑔(𝑥) = 𝑥2   را

 حساب کنید. 

: در قدم نخست نقاط تقاطع هر دو منحتی را دریافت می کنیم، برای این کار معادلات هر دو  1حل

 منحتی را باهم برابر قرار میدهیم.  

𝑓(𝑥) = 2𝑥 − 𝑥2  , 𝑔(𝑥) = 𝑥2 

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) => 2𝑥 − 𝑥2 = 𝑥2 

2𝑥 − 𝑥2 − 𝑥2 = 0 

2𝑥 − 2𝑥2 = 0 

2𝑥(1 − 𝑥) = 0 

2𝑥 = 0 => 𝑥1 = 0 

1 − 𝑥 = 0 => 𝑥2 = 1 

از   اند  عبارت  منحتی  دو  هر  تقاطع  میتوان (0,0)و    (1,1)نقاط  را  شده  محصور  مساحت  حالا   ،

 قرار ذیل دریافت نمود.  

𝐴 = ∫[𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)]

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 = ∫[2𝑥 − 𝑥2 − 𝑥2]

1

0

𝑑𝑥 = ∫[2𝑥 − 𝑥2]

1

0

𝑑𝑥 

     = [
2𝑥2

2
−
2𝑥3

3
]
0

1

= [𝑥2 −
2

3
𝑥3]

0

1

= (1 −
2

3
) − 0 =

3 − 2

3
=
1

3
 

𝐴 =
1

3
 

ی منحتی  2مثال 𝑓(𝑥): مساحت محصور شده بیر = 𝑥2 − 6𝑥 + 𝑔(𝑥)و خط    2 = 2 − 𝑥    را

 حساب کنید. 

 : اول نقاط تقاطع خط و منحتی را دریافت می کنیم.  2حل

𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 6𝑥 + 2  

𝑔(𝑥) = 2 − 𝑥 

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) 

=> 𝑥2 − 6𝑥 + 2 = 2 − x 

𝑥2 − 6𝑥 + 2 − 2 + x = 0 

𝑥2 − 5𝑥 = 𝑥(𝑥 − 5) = 0 

𝑥1 = 0  , 𝑥2 = 5 

(0,2) , (5,   نقاط  تقاطع  (3−

 

 

 

 

 قرار دارد، پس داریم که.   𝑓(𝑥)بالای گراف  𝑔(𝑥)از شکل معلوم می شود که گراف 

 قرار دارد به این معتی که:   𝑓(𝑥)بالاتر از گراف تابع  𝑔(𝑥)از شکل معلوم می شود که گراف 

𝑔(𝑥) > 𝑓(𝑥) 

 

𝐴 = ∫[𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥)]

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 = ∫(2 − 𝑥 − 𝑥2 + 6𝑥 − 2)

5

0

𝑑𝑥 

    = ∫(−𝑥 − 𝑥2 + 6𝑥)𝑑𝑥 = ∫(−𝑥2 + 5𝑥)𝑑𝑥

5

0

5

0

 

𝑓(𝑥) 

𝑔(𝑥) 

𝑓(𝑥) 

g(x) 

A 
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    = [−
𝑥3

3
+ 5

𝑥2

2
]
0

5

= (−
125

3
+ 5

25

2
) − 0 = −

125

3
+
125

2
=
125

6
 

𝐴 =
125

6
 

 محاسبه احجام دوراتن  

ی تر ما حجم اجسام را با استفاده از فورمول های که بدون ثبوت آنها را قبول کرده  در صنو  ف پائیر

ی ثبوت می  بودیم حل می کردیم، اما درینجا فورمول های حجم اجسام را با استفاده از انتیگرال معیر

 کنیم.  

متمادی   • تابع  منحتی  مساحت  𝑦هرگاه  = 𝑓(𝑥)    خطوط 𝑥توسط  = 𝑎    و𝑥 = 𝑏   محصور

محور   حول  فوق  تابع  منحتی  ی  بیر مساحت  دوران  از  جسمی که  حجم  پس  باشد.  وجود   𝑥شده  به 

 استوانه تی شکل است که از رابطه ذیل دریافت می گردد.  
ً

 می آید تقریبا

𝑣 = lim
𝑛→∞

𝑉𝑛 = lim
𝑛→∞

∑𝐴(𝑥)∆𝑥

𝑛

𝑖=1

= ∫𝜋𝑦2𝑑𝑥 = ∫𝜋[𝑓(𝑥)]2𝑑𝑥

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

 

منحتی   • مساحت  𝑥اگر  = 𝑓(𝑦)    خطوط 𝑦توسط  = 𝑐    و𝑦 = 𝑑   .باشد شده  محصور 

ی استوانه نظر به محور   𝑦∆      بوده، ارتفاع آن  𝑦    ،𝜋𝑟2مساحت مقطع چنیر = 𝑑 − 𝑐    و شعاع

𝑥آن  = 𝑟   .است. حجم که از دوران این مساحت به دست می آید طور ذیل است 

𝑣 = lim
𝑛→∞

𝑉𝑛 = lim
𝑛→∞

∑𝐴(𝑦)∆𝑦

𝑛

𝑖=1

= ∫𝜋𝑥2𝑑𝑥 = ∫𝜋[𝑓(𝑦)]2𝑑𝑦

𝑏

𝑎

𝑏

𝑎

 

 

 

 حجم کره را با استفاده از انتیگرال محاسبه کنید.   .1

 ثبوت: 

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2 => 𝑦2 = 𝑟2 − 𝑥2 

𝑉 = ∫𝜋𝑦2
𝑟

−𝑟

𝑑𝑥 = 𝜋 ∫(

𝑟

−𝑟

𝑟2 − 𝑥2)𝑑𝑥 = 2𝜋∫(

𝑟

0

𝑟2 − 𝑥2)𝑑𝑥 

     = 2𝜋 [𝑟2𝑥 −
𝑥3

3
]
0

𝑟

= 2𝜋 [(𝑟3 −
𝑟3

3
) − 0] = 2𝜋 (

3𝑟3 − 𝑟3

3
) 

     = 2𝜋 (
2𝑟3

3
) =

4

3
𝜋𝑟3                  => 𝑉 =

4

3
𝜋𝑟3              

 

 حجم مخروط را توسط انتیگرال دریافت نمائید.   .2

𝑦چون سطح مخروطی از دوران خط  = 𝑚𝑥  حول محور𝑥   :بدست می آید، بنا برین 

𝑉 = ∫𝜋𝑦2
ℎ

0

𝑑𝑥 

    = ∫𝜋𝑚2𝑥2𝑑𝑥

ℎ

0

= 𝜋𝑚2∫𝑥2
ℎ

0

𝑑𝑥 

    = 𝜋𝑚2 [
𝑥3

3
]
0

ℎ

= 𝜋𝑚2 (
ℎ3

3
) =

𝜋ℎ

3
 (𝑚ℎ)2

𝑚ℎ=𝑟
→   

𝜋ℎ

3
 𝑟2 =

1

3
𝜋𝑟2ℎ 

𝑉 =
1

3
𝜋𝑟2ℎ     حجم مخروط  

 حجم بیضوی را با استفاده از انتیگرال دریافت نمائید.   .3

معادله نورمال بیضوی   میدانیم که 
𝑥2

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
= 𝑦2است و رابطه    1 = 𝑏2 −

𝑏2

𝑎2
𝑥2    ی درست نیر

 است و داریم که. 

𝑉 = ∫𝜋𝑦2𝑑𝑥

𝑎

−𝑎

= 𝜋 ∫ [𝑏2 −
𝑏2

𝑎2
𝑥2]

𝑎

−𝑎

𝑑𝑥 = 2𝜋∫ [𝑏2 −
𝑏2

𝑎2
𝑥2]

𝑎

0

𝑑𝑥 

 

= 2𝜋 [𝑏2𝑥 −
𝑏2

𝑎2
𝑥3

3
]
0

𝑎

= 2𝜋 [(𝑏2𝑎 −
𝑏2

𝑎2
𝑥3

3
) − 0] = 2𝜋 [𝑏2𝑎 −

𝑏2𝑎

3
] 

= 2𝜋 [
3𝑏2𝑎 − 𝑏2𝑎

3
] = 2𝜋 [

2𝑏2𝑎

3
]          => 𝑉 =

4

3
𝜋𝑎2𝑏    حجم بیضوی  

 

ی منحتی تابع  1مثال 𝑦: حجم جسم را که از دوران مساحت بیر = 𝑥2    و خط𝑦 = حول محور    1

𝑦  .به دست می آید حساب کنید 

 حل: 

𝑉 = ∫𝜋𝑥2
𝑏

𝑎

𝑑𝑦 = 𝜋∫𝑦

1

0

𝑑𝑦 = [
1

2
𝜋𝑦2]

0

1

=
1

2
𝜋 => 𝑉 =

𝜋

2
 

منحتی  2مثال ی  بیر مساحت  دوران  از  را که  جسمی  حجم   :𝑦 = 𝑥2    خط 𝑦و  = 𝑥    محور   𝑥حول 

 به وجود می آید.  

 : 2حل



Page 27 of 39 
 

{
𝑦1 = 𝑥

2 = 𝑓(𝑥)
𝑦2 = 𝑥 = 𝑔(𝑥)

=> 𝑦2 > 𝑦1 

         = ∫[𝜋(𝑦2
2 − 𝑦1

2)]

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 = ∫𝜋(𝑥2 − (𝑥2)2)

1

0

𝑑𝑥 

         = 𝜋∫(𝑥2 − 𝑥4)𝑑𝑥

1

0

= 𝜋 [
𝑥3

3
−
𝑥5

5
]
0

1

= 𝜋 [(
1

3
− 0) − (

1

5
− 0)] 

         = 𝜋 [
1

3
−
1

5
] =

2𝜋

15
      => 𝑉 =

2𝜋

15
 

 

 

 محاسبه طول قوس

منحتی   ❖ 𝑦اگر  = 𝑓(𝑥)    وال انیی 𝑎در  ≤ 𝑥 ≤ 𝑏    مانند پارامیی  به  توجه  با  باشد  شده   𝑥داده 

 طول قوس منج از رابطه ذیل دریافت می گردد.  

𝐿 = ∫√1 + 𝑓′2(𝑥)

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

𝑓(𝑥)مثال: طول قوس منحتی  = 𝑥
3

وال  2 0را در انیی ≤ 𝑥 ≤  حساب کنید.   4

 حل: 

𝑓(𝑥) = 𝑥
3
2 => 𝑓′(𝑥) =

3

2
𝑥
1
2 

𝐿 = ∫√1 + 𝑓′2(𝑥)

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 = ∫√1 + (
3

2
𝑥
1
2)
2

4

0

𝑑𝑥 = ∫√1 +
9

4
𝑥

4

0

𝑑𝑥 

    = ∫√𝑢
4

9
𝑑𝑢 =

4

9
∫𝑢

1
2

4

0

𝑑𝑢 =
4

9
[
𝑢
1
2+1

1
2
+ 1
]

0

44

0

=
4

9

2

3
[𝑢
3
2]
0

4

=
8

27
[√𝑢3]

0

4

 

    =
8

27
[√(1 +

9

4
 𝑥)

2

]

0

4

=
8

27
 [√(1 +

9

4
 4)

3

− 1] =
8

27
 (√103 − 1) 

=> 𝐿 =
8

27
(10√10 − 1)  

 

𝑥اگر معادله منحتی   ❖ = 𝑓(𝑥)    وال 𝑎در انیی ≤ 𝑥 ≤ 𝑏   داده شده باشد با توجه به پارامیی های

ی محاسبه می کنیم.   𝑦مانند    طول قوس منحتی را چنیر

𝐿 = ∫√𝑓′2(𝑥) + 1

𝑏

𝑎

𝑑𝑦 

 

𝑥مثال: طول قوس منحتی  = 𝑓(𝑦) = 𝑦
3

وال  2 1را در انیی ≤ 𝑥 ≤  محاسبه کنید.  4

 حل: 

𝑓(𝑦) = 𝑦
3
2  , 𝑓′(𝑦) =

3

2
 𝑦
1
2 

𝐿 = ∫√𝑓′2(𝑥) + 1𝑑𝑦 = ∫√(
3

2
 𝑦
1
2)
2

+ 1𝑑𝑥

4

1

𝑏

𝑎

= ∫√
9

4
𝑦 + 1𝑑𝑦

4

1

 

   = ∫√𝑢
4

9
𝑑𝑢 =

4

9
 ∙
2

3
[𝑢
3
2]
1

4
4

1

=
8

27
[√(

9

4
𝑦 + 1)

3

]

1

4

=
8

27
[√103 −√(

9

4
+ 1)

3

] 

=> 𝐿 =
8

27
[10√10 − √

2197

64
]  

 

 فعالیت ها

ی منحتی   ➢ 𝑦مساحت محصور شده بیر = sin 𝑥    و محور𝑥    وال محصور شده   [0,2𝜋]را در انیی

 دریافت کنید.  

ی منحتی  ➢ 𝑦مساحت محصور شده بیر = 𝑥2 + وال  3 ,2−]در انیی  را دریافت کنید.  [4

𝑥طول قوس منحتی  ➢ = 𝑡2   و𝑦 = 𝑡3  وال 1را در انیی ≤ 𝑥 ≤  دریافت کنید.  2

𝑥2محیط دایره  ➢ + 𝑦2 = 𝑟2   .را دریافت نمائید 

ی منحتی ها   ➢ 𝑦مساحت محصور شده بیر = 𝑥2  و𝑦 = −𝑥2 + 4𝑥  .را دریابید 
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 اهداف آموزسی  

 در پایان درس شاگردان باید قادر گردد تا 

 احتمال را بدانند و تعریف کرده بتوانند. توزی    ع تابع  -

 آزمایش برنولی را انجام داده بتوانند.  -

 توزی    ع احتمال پواسن را تعریف کرده بتوانند.  -

 توزی    ع نورمال را بدانند.  -

 مثال های مربوط به موضوعات فوق را حل کرده بتوانند.   -

 توزی    ع تابع احتمال

است که  تابع  از  عبارت  د  می گیر قرار  بحث  مورد  احتمالات  و  احصائیه  در  احتمال که  تابع  توزی    ع 

 ناحیه اعریف آن فضای نمونه و ناحیه قیمت های آن اعداد حقیفی است.  

o   اگر𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖) = 𝑓(𝑥𝑖)   مرتب های  جوره  صورت  این  در  باشیم  داشته 

[𝑥1, 𝑓(𝑥1)][𝑥2, 𝑓(𝑥2)][𝑥3, 𝑓(𝑥3)]… [𝑥𝑛, 𝑓(𝑥𝑛)]    می گسسته  یا  مجزا  احتمال  تابع 

 گویند. 

o  تابع احتمال پیوسته و تجمعی را می توان به شکل𝐹(𝑥) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥)   .ارائه نمود 

 

o   اگر𝑓(𝑥)    تابع احتمال و𝑥    متحول تصادقی باشد، درین صورت احتمال اینکه𝑥    ی  𝑘2و    𝑘1بیر

د برابر است با   قرار گیر

 

𝑃(𝑘1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑘2) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑘2

𝑘1

 

o   اگر𝑥  متحول تصادقی پیوسته و𝑘1 < 𝑘2  :باشد درین صورت 

𝑃(𝑘1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑘2) = 𝐹(𝑘2) − 𝐹(𝑘1) 

o   اگر𝑥  متحول تصادقی کسسته باشد در این صورت اوسط یک متحول تصادقی𝑥    که به𝐸(𝑥) 

 نشان داده می شود برابر است به: 

𝐸(𝑥) = 𝑥1𝑓(𝑥1) + 𝑥2𝑓(𝑥2) + ⋯+ 𝑥𝑛𝑓(𝑥𝑛) =∑𝑥𝑖𝑓(𝑥𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

𝐸(𝑥)    اوسط𝑥    به آنرا  شود که  می  اگر    𝑥̅نامیده  همچنان  و  دهیم  می  تصادقی   𝑥نشان  متحول 

 نشان داده می شودمساوی است به  𝑆2که به شکل   𝑥گسسته باشد در این صورت وریانس 

𝑆2 =∑[𝑥𝑖 − 𝐸(𝑥𝑖)]𝑓(𝑥𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

 

کت شخض می خواهد یک چاه آب را بالای یک تپه حفر نماید، مصرف چاه آب یک   مثال: یک سرر

مزد  افغاتی  میلیون  ده  کت  سرر صاحب  بدهد،  آب  شده  حفر  چاه  اگر  شود.  می  تمام  افغاتی  ملیون 

ر می کند.   د در غیر این صورت یک میلیون افغاتی ضی  میگیر

 الف( این موضوع رابه صورت یک تابع ارائه کنید. 

بدهد   آب  حفر شده  چاه  اگر احتمال اینکه  عدم آب    0,2ب(  صورت     0,8و احتمال  درین  باشد، 

 را دریافت کنید.  𝑥تابع احتمال، اوسط، وریانس و انحراف معیاری متحول تصادقی 

 حل الف( توزی    ع تابع احتمال 

 

 
 حل ب( سایر جزئیات را در جدول زیر قرار ذیل می نویسیم.  

آنچه درین بخش قرار است بیاموزیم

توزیع تابع احتمال
آزمایش برنولی و 
توزیع دو جمله ای

توزیع نورمالتوزیع احتمال پواسن

ده میلیون

یک ملیون

ناحیه 
تعریف

موجودیت آب

عدم موجودیت 
آب

ناحیه 
قیمت 
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انحراف  
 معیاری

 وریانس 
مربعات  انحراف 
از   

ن
تصادف متحول 

 اوسط خود 
 اوسط

تابع  
 احتمال 

متحول 
 
ن
 تصادف

𝑆 
𝑆2

= [𝑥𝑖
− 𝐸(𝑥)]2𝑓(𝑥𝑖) 

[𝑥𝑖 − 𝐸(𝑥)]
2 

𝐸(𝑥)

=∑𝑥𝑖𝑓(𝑥𝑖) 
𝑓(𝑥𝑖) 𝑥𝑖 

4.4 

4.84 ∙ 0.8
= 3.872 

(−1 − 1.2)2

= 4.84 
−1 ∙ 0.8
= −0.8 

0.8 −1 

77.44 ∙ 0,2
= 15.488 

(10 − 1.2)2

= 77.44 
10 ∙ 0.2 = 2 0.2 10 

 ∑𝑆2 = 19.360  1.2 0.1  

 

 آزمایش برنولی و توزی    ع احتمال دو جمله ای 

 توزی    ع برنولی را می توان به صورت 

𝑃(𝑋 = 𝑚) = 𝑝𝑚(1 − 𝑝)1−𝑚 = 𝑃𝑚 ∙ 𝑞1−𝑚 

حالیکه   در  داد.  و    𝑃نشان  𝑞احتمال کامیاتی  = 1 − 𝑝    یک هرگاه  باشد،  می  عدم کامیاتی  احتمال 

و   𝑃بار تکرار کنیم یک ترادف بدست می آید طوریکه اگر احتمال کامیاتی هر آزمایش    𝑛آزمایش را  

 آزمایش عبارت اند از.  𝑛کامیاتی در این   𝑚باشد درین صورت احتمال   𝑞احتمال ناکامی آن 

𝑃(𝑋 ≤ 𝑚) = (
𝑛
𝑚
)𝑝𝑚𝑞𝑛−𝑚     0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛 

𝑥̅با درنظر داشت فورمول فوق می توان اوسط توزی    ع دوجمله ای را به صورت   = 𝑛𝑝   و انحراف

𝑆معیاری این توزی    ع را به صورت   = √𝑛𝑝𝑞    .اائه نمود 

شکر   مرض  از  مریض  یک  ی  شفایافیی احتمال  صورتکه    0.4مثال:  در  مرض   15است  این  به  نفر 

ضف   دارد که  احتمال  چقدر  باشند،  از    5مصاب  دریابید که  همچنان  و  یابد  شفا  نفر   4الی    3نفر 

 آن شفا یابد.  

 حل: 

𝑛 = 15     𝑚 = 5             𝑝 = 0.4             𝑞 = 1 − 𝑝 = 0.6 

𝑃(𝑚 = 5) = (
𝑛
𝑚
)𝑝𝑚 ∙ 𝑞𝑛−𝑚 = (

15
5
) (0.4)5(0.6)10 

=
15!

5! (15 − 5)!
∙ 0.01024 ∙ 0.00604661 =

360360

120
∙ 0.00006191 

=
22.3098876

120
= 0.1859 => 𝑃 = 0.1859  

𝑃(3 ≤ 𝑚 ≤ 4) =∑(
15
𝑖
)

4

𝑖=3

(0.4)𝑖 ∙ (0.6)15−𝑖

= 315 ∙ (0.4)3 ∙ (0.6)15−3 + 415 ∙ (0.4)4 ∙ (0.6)15−4 

=
2730

6
 (0.000139264) +

3270

24
(0.0000928512) 

=
0.38019072

6
+
0.3036

24
= 0.063365 + 0.012650 

𝑃(3 ≤ 𝑚 ≤ 4) = 0.076015  

 

 توزی    ع احتمال پواسن

 آزمایش عبارت اند از.   𝑛اشکال در  𝑚فورمول پواسن برای محاسبه تقریتی احتمال  

𝑃(𝑋 = 𝑚) =
𝑒−𝜆𝜆𝑚

𝑚!
 

𝜆که در آن  = 𝑛𝑝   و𝑒 = 2.71828  

 است.   𝜆در توزی    ع پواسن اوسط برابر با واریانس و مساوی به 

تعداد   به  تکت   200مثال:  مسافری که  نیامدن  احتمال  اگر  اند.  را گرفته  طیاره  تکت  مسافر  نفر 

 نفر مسافر نیاید چقدر است؟  3باشد، احتمال اینکه  0.01گرفته طبق تجارب  

𝑛حل: در این مسئله )نیامدن( کامیاتی است و همچنان مشاهده می شودکه   = به اندازه کاقی    200

𝑃بزرگ بوده و   =  یعتی احتمال کامیاتی به اندازه کاقی کوچک است. بنابرین داریم:  0.01

𝜆 = 𝑛𝑝 = 200 ∙ 0.01 = 2 

𝑃(3) =
(2.71829)−2 ∙ 23

3!
=

1
7.3890461584

∙ 8

6
=
0.13533 ∙ 8

6
 

=> 𝑃 = 0.1804 

 است.   0.1804مسافر  3در نتیجه احتمال نیامدن 

 نورمال توزی    ع 

ریاضی  شکل  باشد.  داشته  تفاوت  دیگر  یک  با  طریق  چهار  به  توانند  می  نورمال  توزی    ع  های  منحتی 

آن   توزی    ع احتمال  تابع  دهنده  نشان  نورمال که  توزی    ع  نوشته می   𝑓(𝑥)معادله  زیر  صورت  به  اند، 

 شود.  

𝑓(𝑥) =
1

𝑠 ∙ √2𝜋
∙ 𝑒−

1
2(
𝑥−𝑥̅
𝑠 )

2

 

 یا

𝑓(𝑥) = 𝑁(𝑥, 𝑥̅, 𝑠) 

 درحالیکه 
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𝑒 = 2.718281828653…  عدد  ثابت   

π = 3.141568…   عدد  ثابت      

𝑥̅ =   اوسط 

𝑠 =   انحراف  معیاری 

 ازتفاع منحتی را نسان می دهد.   𝑓(𝑥)مقادیر متحول تصادقی پیوسته و  𝑥و 

 
 فعالیت ها

 توزی    ع تابع احتمال چیست؟ تعریف کنید.  ❖

 تعریف کنید. آزمایش برنولی و توزی    ع احتمال دو جمله تی را  ❖

 توزی    ع پواسن چیست؟ فورمول آنرا ارائه کنید.  ❖

 توزی    ع نورمال چیست؟ گراف آن را ترسیم کنید.   ❖

 آنچه درین بخش خواهیم آموخت

 
 اهداف آموزسی  

 شاگردان در ختم این بخش باید قادر گردد تا 

 مساحت منحتی توزی    ع نورمال را دریافت کردن بتوانند.   ➢

ی را حل کرده بتوانند.   ➢ ی را بدانند و مثال های مربوط به نمونه گیر  نمونه گیر

 توزی    ع اوسط نمونه را بدانند.  ➢

 قضیه لیمیت مرکزی را درک کنند و مثال های مربوطه را کار نماید.  ➢

 توضیع نمونه نسبت.   ➢

 مساحت منحبن توزی    ع نورمال و استندرد کردن آن  

پیوسته   تصادقی  متحول  اینکه  احتمال  محاسبه  ی    𝑥برای  بیر     𝑥2و     𝑥1کمیت 
ً

قاعدتا اختیار کند  را 

به صورت زیر    𝑥2تا    𝑥1انتیگرال گرفت و سطح زیر منحتی را در فاصله    𝑥باید تابع توزی    ع احتمال  

 محاسبه کرد.  

𝑓(𝑥1 < 𝑥 < 𝑥2) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑥2

𝑥1

= ∫
1

𝑠√2𝜋
 𝑒−

1
2(
𝑥−𝑥̅
𝑠 )

2
𝑥2

𝑥1

= ∫ 𝑁(𝑥, 𝑥̅, 𝑠)𝑑𝑥

𝑥2

𝑥1

 

 گراف آن قرار ذیل ترسیم می گردد. 

مساحت منحنی توزیع نورمال و استندرد کردن آن

نمونه گیری

توزیع اوسط نمونه 

قضیه لیمیت مرکزی 

توزیع نمونه نسبت 
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متاسفانه محاسبه توزی    ع احتمال نورمال کار ساده نیست و برای محاسبه سطح زیر منحتی توزی    ع  

 این کار مشکل است. و خوشبختانه می توان  
ً

ورت به جدول طولاتی است که عملا های نورمال ضی

ی داتای احصائیوی حل کرد.    شکل تهیه جدول را به وسیله معیاری ساخیی

تصادقی   متحول  به  مربوط  های  قیمت  توان  می  معنا که  است   𝑥بدین  نورمال  توزی    ع  دارای  را که 

 توسط رابطه زیر معیاری نمود. 

𝑧 =
𝑥 − 𝑥̅

𝑠
 

بنام متحول معیاری نورمال و منحتی را بنام منحتی نورمال معیاری شده یا منحتی احتمال   𝑧درینجا  

 نورمال می نامند.  

 

ملی لییی نوشابه را به    952مثال: دستگاه پر کننده بوتل های نوشابه طوری تنظیم شده است که  

ان نوشابه دارای توزی    ع نورمال با اوسط   ی ملی لییی و انحراف معیاری   952داخل بوتل می ریزد. این میر

ی  4  ملی لییی نوشابه داشته باشد چقدر است؟  956تا  952لییی است. احتمال اینکه بوتل بیر

 دریافت می کنیم.  𝑥را از جنس   𝑧حل: ابتداء 

𝑧1 =
𝑥 − 𝑥̅

𝑠
=
952 − 952

4
=
0

4
= 0 

𝑧2 =
𝑥 − 𝑥̅

𝑠
=
956 − 952

4
=
4

4
= 1 

 تبدیل می شود.   1تا  0از  𝑧به ناحیه تعریف   956تا  952از  𝑥ناحیه تعریف  

 ( داریم که 2با استفاده از جدول )

𝑃(0 ≤ 𝑧 ≤ 1) = 𝑃(𝑧2) − 𝑃(𝑧1) 

حاوی   بوتل  است که  این  دیگر    956تا    952احتمال  عبارت  به  یا  باشد  نوشابه  لییی   34.13ملی 

 ملی لییی نوشابه باشد.   956تا   952فیصد بوتل های پر شده دارای 

𝑃(0 ≤ 𝑧 ≤ 1) = 𝑃(𝑧2) − 𝑃(𝑧1) 

= 𝑃(1) − 𝑃(0) = 0.3413 − 0 

𝑃(0 ≤ 𝑧 ≤ 1) = 0.3413 

 

 

 

ی   نمونه گیر

ی روش های مختلف وجود دارد که در ذیل آن ها را می نویسیم.    برای نمونه گیر

: عناض جامعه همه برای انتخاب شدن هم چانس باشند.   ➢ ی تصادقی  نمونه گیر

ی سیستماتیک: عناض جامعه به صورت منظم شماره گذاری شده باشند.  ➢  نمونه گیر

ی طبقه ای: جامعه به گروه های متجانس تقسیم شده باشند.   ➢  نمونه گیر

هر   ➢ از  و  تقسیم  مختلف  های  خوشه  به  آنرا  باشد،  بزرگ  خیلی  جامعه  ای:  خوشه  ی  نمونه گیر

 خوشه نمونه ای را انتخاب می کنند.  

 عددی یک جامعه )اوسط و انحراف معیاری( را پارامیی جامعه می گویند.  ➢
ی

 هر ویژگ

 عددی یک نمونه )اوسط و انحراف معیاری( را آمار می گویند.  ➢
ی

 هر ویژگ

گلوله را یک،   5گلوله سیاه است. از داخل قوطی    7گلوله سفید و    5مثال: فرض کنید قوطی دارای 

)انتخاب دوباره یک عنصر مجاز باشد( انتخاب می کنیم. متحول تصادقی انتخاب  یک و با جاگزیتی

 شده را به زبان متحول تصادقی بیان کنید و توزی    ع مربوطه آن ها زا بیابید. 

 حل: 

ید. متحول تصادقی     𝑥3و    𝑥1   ،𝑥2سه متحول تصادقی   عدد صفر را برای انتخاب   𝑥1را در نظر بگیر

 گلوله  

سیاه در مرحله اول و عدد یک را برای انتخاب گلوله سفید در مرحله اول، اختیار می کند، متحول 

𝑥2   ی عدد صفر را برای انتخاب گلوله سیاه در مرحله دوم و عدد یک را برای انتخاب گلوله سفید نیر

تصادقی   متحول  ی  همچنیر می کند.  اختیار  دوم  مرحله  درین   𝑥3در  شود.  می  انتخاب  فوق  قرار  ی  نیر

 یک متحول تصادقی برنولی است.    𝑥3و   𝑥1  ،𝑥2صورت هر یک از متحول های تصادقی 

𝑝پارامیی   =
5

12
𝑖را برای مقادیر   = 𝑥𝑖داریم  1,2,3 = 0, 1 

𝑓(𝑥𝑖) = (
5

12
)
𝑥𝑖

(1 −
5

12
)
1−𝑥𝑖

 

ی تصادقی است پس متحول تصادقی   مستقل از یک دیگر اند بنابرین     𝑥3و    𝑥1   ،𝑥2چون نمونه گیر

 تابع مربوطه عبارت اند از.  

𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = 𝑃(𝑥1 = 𝑥1   , 𝑥2 = 𝑥2  , 𝑥3 = 𝑥3 ) 

 

 توزی    ع اوسط نمونه 

,𝑥1اگر   𝑥2, 𝑥3, … , 𝑥𝑛    احتمال تابع  جامعه  از  تصادقی  نمونه  صورت،    𝑓(𝑥)یک  این  در  باشد 

 توزی    ع احتمال نمونه تصادقی عبارت اند از.  
𝑥 𝑥1 𝑥2 ⋯ 𝑥𝑛

𝑓(𝑥)
1

𝑛

1

𝑛
⋯

1

𝑛
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𝑥𝑛̅̅اوسط متحول  ̅     ،𝐸(𝑥𝑛̅̅ ̅) = 𝜇 

𝑥𝑛̅̅وریانس متحول   ̅    ،𝑉(𝑥𝑛̅̅ ̅) =
1

𝑛
 𝛿2 

𝑆𝑛  وریانس نمونه 
2 = 𝛿2 =

1

𝑛
 ∑ (𝑥𝑖 − 𝑥̅)

2𝑛
𝑖=1 

𝐸(𝑆2)  اوسط وریانس نمونه    = 𝛿2 

 تمام نمونه های تصادقی دو تاتی ممکنه را با جای گزیتی انتخاب می کنیم. مثال: از جامعه زیر، 

𝑓(𝑥) =
1

3
                     , 𝑥 = 1 , 2 , 3  

 را بنویسید.   𝑥الف: توزی    ع احتمال 

 ب: اوسط و وریانس جامعه را حساب کنید. 

 را تشکیل و گراف مستطیلی آن را رسم کنید.  𝑥̅ج: جدول توزی    ع 

 را حساب کنید.   𝑉(𝑥̅)و  𝐸(𝑥̅)د: 

 حل: 

 الف:  
𝑥 1 2 3

𝑓(𝑥)
1

3

1

3

1

3

 

 ب: 

𝜇 = 𝐸(𝑥) = ∑𝑥𝑓(𝑥)

3

𝑥=1

=
1

3
(1 + 2 + 3) = 2 

𝐸(𝑥2) = ∑𝑥2𝑓(𝑥)

3

𝑥=1

=
1

3
(12 + 22 + 32) =

14

3
 

𝛿𝑥
2 = 𝐸(𝑥2) − (𝐸(𝑥))

2
=
14

3
− 4 =

2

3
 

 ج: جدول زیر تمام نمونه های دوتاتی ممکن با جاگزیتی و اوسط هر یک را نشان می دهد.  

نمونه (1,1) (1,2) (1,3) (2,1) (2,2) (2,3) (3,1) (3,1) (3,3)

𝑥̅ 1 1.5      2    1.5     2     2.5         2     2.5      3
 

 

ت    به شکل زیر ارائه می شود.   𝑥̅جدول توزی    ع کیر
𝑥̅ 1 1.5 2 2.5 3

𝑓(𝑥̅)
1

9

2

9

3

9

2

9

1

9

 

 

 قرار ذیل ترسیم می گردد.   𝑥̅گراف مستطیلی 

 
 د: 

 
 

 قضیه لیمیت مرکزی

بزرگ   جامعه  یک  از  متناهی    𝑁اگر  اوسط  متناهی     𝜇با  وریانس  تصادقی    𝛿2و  نمونه  تاتی    𝑛یک 

 نورمال با اوسط    𝑥̅انتخاب کنیم در این صورت اوسط نمونه یعتی  
ً

𝜇𝑥دارای توزی    ع تقریبا = 𝜇    و

 وریانس 

 𝛿𝑥̅
2 =

𝛿2

𝑛
𝑧و متحول تصادقی   =

𝑥̅−𝜇
𝛿

√𝑛

یب     دارای توزی    ع نورمال معیاری است. در حالیکه ضی

𝑁 − 𝑛

𝑁 − 1
 

بزرگ   های  عدد    𝑁بریا قیمت  وقتی که    1به  لیمیت  حقیقت  در  شود  𝑛نزدیک  → به    ∞ مساوی 

 یک است.  

 

اوسط   با  نورمال  توزی    ع  دارای  بزرگ  صنف  یک  در  شاگردان  مضمون  نمرات  انحراف    71مثال:  و 

تاتی انتخاب می کنیم. احتمال این را که اوسط نمرات این نمونه بیشیی   9است. یک نمونه    9معیاری  

صورت    80از   درین  انتخاب کنیم،  تصادقی  طور  به  را  شاگرد  یک  اگر  همچنان  حساب کنید.  باشد 

 باشد محاسبه کنید.  80ال آن را که نمره او بیشیی از احتم
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 حل: 

 و انحراف معیاری می باشد داریم:  𝜇دارای توزی    ع نورمال با اوسط  𝑥̅چون 

𝑃(𝑥̅ > 80) = 𝑃(𝑧 =
𝑥̅ − 𝜇

𝛿

√𝑛

>
80 − 71

9
) = 𝑃(𝑧 > 3)  

                     = 1 − 𝑃(𝑧 ≤ 3) = 1 − 0.9987 = 0.0013 

𝑃(𝑥̅ > 80) = 𝑃(𝑧 =
𝑥̅ − 𝜇

𝛿

√𝑛

>
80 − 71

9
) = 𝑃(𝑧 > 1)  

                     = 1 − 𝑃(𝑧 ≤ 1) = 1 − 0.8413 = 0.1587 

 

 

 توزی    ع نمونه نسبت

،     𝑥اگر   تصادقی و    𝑛متحول  برنولی  های  آزمایش  باشد   𝑃مجموعه  آزمایش  هر  موفقیت  احتمال 

صورت   این  𝑃̂در  =
𝑥

𝑛
نمونه،      نسبت  𝐸(𝑥)آماره  = 𝑛𝑝    و 𝑉(𝑥)اوسط  = 𝑛𝑝𝑞   وریانس

 می باشند.   𝑥متحول تصادقی  

 را توسط فورمول:   𝑃̂با توجه به توزی    ع دو جمله ای می توان توزی    ع  

𝑓(𝑛𝑃̂) = (
𝑛
𝑛𝑃̂
) 𝑃𝑛𝑃(1 − 𝑝)𝑛(1−𝑃̂)           𝑃̂ = 0,

1

𝑛
,
2

𝑛
, … , 1 

 به این صورت است:  𝑃̂اوسط و وریانس متحول تصادقی 

𝜇𝑃 = E(𝑃̂) = 𝑃      اوسط  

𝛿2𝑃̂ = 𝑉(𝑃̂) =
𝑝𝑞

𝑛
=
𝑝(1 − 𝑞)

𝑛
 

 توزی    ع های نورمال معیاری عبارت اند از.  

𝑧 =
𝑥 − 𝑛𝑝

𝑛
=
𝑃̂ − 𝑝

√
𝑝𝑞
𝑛

 

𝑃مثال: احتمال مرغوب بودن کالای   = 𝑛است. یک نمونه تصادقی ساده    0,3 = تاتی را انتخاب   6

 را بنویسید.   𝑃̂و   𝑥نشان دهنده تعداد کالاهای ناقص باشد، توزی    ع احتمال   𝑥می کنیم. اگر  

 حل: 

𝑃دارای توزی    ع دو جمله تی با پارامیی های  𝑥متحول های تصادقی  = 𝑛و   0.3 =  می باشد.  6

𝑓(𝑥) = 𝑃(𝑋 = 𝑥) = 𝐵(𝑥, 6, 0.3)              𝑥 = 0  , 1  , … , 6 

می   را  احتمال  توزی    ع  جدول  و  محاسبه  را  های فوق  احتمال  تی  دوجمله  توزی    ع  جدول  از  استفاده  با 

 نویسیم. 
𝑥 0 1                  2           3               4                      5             
𝑓(𝑥) 0,1176 0,3025   0.3241 0.0595     0.0102           0,0007

 

قیمت های   𝑃̂متحول تصادقی  
5

6
 ,
4

6
 ,
3

6
 ,
2

6
 ,
1

6
 ,  را اختیار می کند.  1و   0

𝑃(𝑃̂ = 0) = 𝑃(𝑋 = 0) = 0.1176 

𝑃 (𝑃̂ =
1

6
) = 𝑃(𝑋 = 1) = 0.3025 

𝑃 (𝑃̂ =
𝑥

𝑛
) = 𝑃(𝑋 = 𝑥) 

 عبارت اند از:  𝑃̂و توزی    ع احتمال 

 
 

 فعالیت ها

 مساحت منحتی توزی    ع نورمال چیست؟ و چگونه دریافت می گردد.   

ی    ح کنید.     استندرد سازی توزی    ع نورمال را تسرر

ی چیست؟   نمونه گیر

 توزی    ع اوسط نمونه چیست؟ 

ی    ح کنید.    قضیه لیمیت مرکزی را تسرر

 توزی    ع نمونه نسبت چیست؟ 

 مثال های مربوط به هربخش را کار کنید.  

 آنچه قرار است درین بخش بیاموزیم
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 اهداف آموزسی  

 درختم این بخش شاگردان قادر گردد تا: 

 فضای نمونه گسسته و پیوسته را بشناسد.  ✓

 حوادث هم چانس را بشناسد.  ✓

 احتمال فضاهای پیوسته.  ✓

ب را بدانند.   ✓  اصل حاصل ضی

 اتفاقی را بشناسد. استقلالیت حوادث  ✓

 مثال های مربوطه را حل کرده بتوانند.   ✓

 فضای نمونه گسسته و پیوسته 

ی یا غیر محدودی  ی یا محدود و یا نامعیر فضاهای نمونه ای یک تجربه اتفاقی عبارت از مجموعه معیر

اند که یک دسته آنها قابل شمارش و دسته دیگر آنها غیر قابل شمارش می باشد. فضای نمونه که 

عناض آن قابل شمارش و تشخیص اند به نام فضای نمونه گسسته و فضای نمونه که عناض آن 

 ه عناض آنها قابل شمارش نیستند به نام فضای نمونه متمادی یا پیوسته یاد می شود. ک

 مثال: کدام یکی از فضاهای نمونه ذیل پیوسته و کدام یک آنها گسسته است. 

 پرتاب دو دانه رمل.  ✓

ی   ✓    12و   8انتخاب یک عدد حقیفی بیر

ی  ✓  نفر شاگرد.  30انتخاب سه نفر متعلم از بیر

ی درجه حرارت یک کوره از  ✓  درجه سانتی گراد.  1000درجه به  100بالا رفیی

ی  ✓  درجه 45تا   30انتخاب زاویه بیر

 حل: 

و   د  ب،  و  اند  نمونه گسسته  فضای  یک   
ً

بنا است  تشکیل گردیده  عضو  محدود  تعداد  از  ج  و  الف 

 ه که از اعداد حقیفی تشکیل گردیده است بنام فضای نمونه پیوسته و محدود اند. 

 

 حوادث هم چانس

حوادث ساده اولیه که احتمال وقوع آنها در اثر انجام یک تجربه با هم برابر باشد بنام حوادث هم  

 چانس یاد می گردند. 

 

احتمال    4مثال:   می کنند،  کت  سرر مسابقه  یک  در  فضای  نفر  صورت  در  آنها  هر کدام  شدن  برنده 

 نمونه همچانس مطلوب است. 

𝑆حل: هرگاه فضای نمونه   = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑}    باشد، احتمال هر حادثه اتفاقی اولیه
1

4
می باشد در آن    

 صورت داریم که: 

𝑃(𝑎) = 𝑃(𝑏) = 𝑃(𝑐) = 𝑃(𝑑) =
1

4
 

و حوادث اتفاقی  , 𝑎ازییی 𝑏, 𝑐 , 𝑑  .همچانس اند 

 

 فضاهای پیوستهاحتمال 

، سطح در  فضای نمونه پیوسته مجموعه نامحدود از نقاط می باشد که شکل محور اعداد حقیفی

مستوی و یا احجام در فضا می باشد. چون نمایش این نقاط ممکن نیست بنابر این برای پیدا کردن 

 نسبت احتمال از طول قطعه خط ها، سطوح اشکال و یا حجم اجسام استفاده می نمائیم.  

 برای استفاده از محور اعداد یک متحول  
ً

 𝑦و    𝑥، قسمتی از یک مساحت از دو متحول    𝑥معمولا

ی   استفاده می نمائیم.  𝑧و  𝑥   ،𝑦و بالآخره برای احجام از متحولیر

باز   مثال:  وال  انیی در  اعداد  محور  مانند    (0,3)روی  نقطه  می   𝑥یک  انتخاب  اتفاقی  صورت  به  را 

1نمائیم. احتمال اینکه  < 𝑥 <  باشد دریافت کنید.  2.5

 حل: 

فواصل   نموده  رسم  را  حقیفی  اعداد  نظر    𝐴و    𝑆محور  در  با  بنابرین  نمائیم  مشخص  آن  روی  را 

 داریم که.   𝐴داشت شکل برای احتمال حادثه 

𝑃(𝐴) =
𝐴 طول قطعه خط

𝐵 طول قطعه خط
=
2.5 − 1

3 − 0
=
1.5

3
=
1

2
 

 
 

ته فضای نمونه گسس
و پیوسته

حوادث همچانس

احتمال فضاهای 
پیوسته

اصل حاصل ضرب

استقلالیت حوادث 
اتفاقی
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وط  احتمال مش 

هرگاه   نمونه    𝐵و    𝐴تعریف:  فضای  یک  اتفاقی  حادثه  طوریکه    𝑆دو  𝑃(𝐵)باشد  ≠ این   0 در 

𝑃𝐵(𝐴)صورت احتمال   =
𝑃(𝐴∩𝐵)

𝑃(𝐵)
وط حادثه اتفاقی      𝐵نظر به حادثه اتفاقی    𝐴به نام احتمال مسرر

 یاد می گردد. 

ی می توانیم آن را به  با در نظر داشت تعریف فوق نظر به قاعده اول مسیر از دیاگرام های درختی نیر

 دست آوریم. 

 
 

وط، نتیجه مهم زیر به دست می آید.   از فورمول احتمال مسرر

 با استفاده از قاعده اول مسیر داریم و با استفاده از قاعده دوم مسیر داریم.   .1

𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐵) ∙ 𝑃𝐵(𝐴) 

𝑃(𝐴 ∩ 𝐵̅) = 𝑃(𝐵̅) ∙ 𝑃𝐵̅(𝐴) 

𝑃(𝐴) = 𝑃(𝐵) ∙ 𝑃𝐵(𝐴) + 𝑃(𝐵̅) ∙ 𝑃𝐵(𝐴) 

 از روی دیاگرام درختی زیر میدانیم که.  .2

 

ی به مکتب را از سرویس استفاده می کند که با احتمال     %50مثال: یک شاگرد     %70روز های رفیی

به وقت معینه حاضی   %60به وقت معینه به مکتب می رسد. به طور اوسط موصوف با احتمال  

 به مکتب می شود، هرگاه حوادث 

ی  -  به وسیله سرویس رفیی

 به وقت معینه رسیدن  -

وط    مطلوب است.  𝑃𝐵(𝐴)یعتی  𝐵نظر به  𝐴باشد احتمال مسرر

 حل: 

 برای دریافت احتمال مذکور با استفاده از فورمول و دیاگرام درختی داریم که.  

𝑃𝐵(𝐴) =
𝑃(𝐴) ∙ 𝑃𝐴(𝐵)

𝑃(𝐵)
=
0.5 ∙ 0.7

0.6
= 0.5833 = 58.33% 

باشد   مکتب  در  معیینه  وقت  به  اینکه  بر  وط  مسرر سرویس  وسیله  به  رسیدن  احتمال  بنابرین 

 است.   58.33%

ب  اصل حاصل ضن

نمونه   فضای  یک  اتفاقی    𝑆در  حادثه  دو  وط    𝐵و    𝐴برای  مسرر احتمال  تعریف  داشت  نظر  در  با 

 داریم: 

𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐵) ∙ 𝑃𝐵(𝐴) 

ی می توان بدست آورد.   این مسئله را از گراف درختی نیر

 
 به شکل زیر توسعه می یاید.  𝐶و   𝐴 𝐵این مطلب برای سه حادثه اتفاقی 

 
ی  نیر اتفاقی  حوادث  تعداد  برای  آنرا  توان  می  و  نموده  یاد  ب  ضی حاصل  اصل  نام  به  را  فوق  قاعده 

 بدست آورد. 
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ولایت   سه  پارلماتی  انتخابات  در  ی   𝐵3و  𝐵1  ،𝐵2مثال:  کیر مشیی فیصدی  آن  هر کدام  برای  که 

ی انتخابات و یا رای دهنده گان  کیر انتخابات و حزب جمهوری داده شده است؛ با کدام احتمال مشیی

 حزب جمهوری را انتخاب کرده اند؟ 

 حل: 

 حوادث اتفاقی زیر را تعریف و نامگذاری می نمائیم. 

- 𝑉 .رای دهنده گان که به حزب جمهوری رای داده اند : 

- 𝐵𝑖 رای دهنده گان ولایت :𝐵𝑖 , 𝑖 =  ارقام در جدول ذیل آماده است.  …,1,2,3

 

 
اتفاقی   ,  𝐵𝑖حوادث  𝑖 = 1,2,3, نمونه     … فضای  تقسیم  یک  حقیقت  داده  که    𝑆در  تشکیل  را 

 برای آنها صورت می پذیرد.  

1. 𝐵𝑖    .ک ندارد  ها باهم دو به دو مستقل و عنصر مشیی

    𝑆   نمونه فضای برای  .2

𝑆 = 𝐵1 ∪ 𝐵2 ∪ 𝐵3 =⋃𝐵𝑖

3

𝑖=1

 

 بوده ، سپس حادثه 

𝑉 =⋃(𝐵1 ∩ 𝑉)

3

𝑖=1

 

ی بنویسیم  ازین رابطه می توان برای احتمال طرفیر

 
 حالت عمومی 

𝑃(𝐵𝑖)طوری که  𝐵1 ،𝐵2  ، ... ،𝐵𝑛تعریف: حالت عمومی حوادث   ≠  باشد طوریکه  0

𝑖 = 1,2,3, … , 𝑛    یک حادثه اتفاقی فضاتی نمونه𝑆    می باشد. که احتمال کامل را تشکیل می دهد

 داریم ک 𝐴و برای حادثه اتفاقی اختیاری 

𝑃(𝐴) =∑𝑃(𝐵𝑖) ∙ 𝑃𝐵𝑖(𝐴)

𝑛

𝐼=1

 

احتمال  مسئله  داشت  نظر  در  با  ب  ضی حاصل  اصل  قضیه  به  نظر  وط،  مسرر احتمال  تعریف  از 

ی   بائیر فورمول  بنام  زیر که  طوری که     𝐵𝑎𝑦𝑒𝑠فورمول  آید  می  بدست  آساتی  به  شود  می  𝑖یاد  =

𝑃(𝐵𝑖)برای    𝑆یک حادثه اتفاقی از فضای نمونه    1,2,3 ≠ 𝑖و   0 = 1,2,3, با    𝐴حادثه اتفاقی    …

𝑃(𝐴)احتمال   ≠  داریم.   0

𝑃𝐴(𝐵𝑖) =
𝑃(𝐴 ∩ 𝐵)

𝑃(𝐴)
=

𝑃(𝐵𝑖) ∙ 𝑃𝐵𝑖(𝐴)

∑ 𝑃(𝐵𝑘) ∙ 𝑃𝐵𝑘(𝐴)
 

 

 
 
 استقلالیت حوادث اتفاف

اتفاقی مستقل   𝐵و    𝐴تعریف: دو حادثه اتفاقی   که بالای همدیگر تاثیر گذار نباشند به نام حوادث 

 یاد می گردند. 

𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑃(𝐴) ∙ 𝑃(𝐵) 

𝑃(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝑃(𝐴) + 𝑃(𝐵) 

: هرگاه رنگ چشم و ذکاوت شاگردان یک مکتب را که یکی بالای دیگر تی تاثیر فرض گردیده 1مثال

 باشند، با در نظر داشت حوادث زیر برای انتخاب یک شاگرد به صورت اتفاقی 

 فرد انتخاب شده یک شاگرد ذگ باشد.  -

 شاگرد انتخاب شده دارای چشمان سیاه باشد.  -

 دریافت کنید احتمال آنکه شاگرد انتخاب شده به صورت اتفاقی ذگ و چشمان سیاه داشته باشد. 

 : 1حل

 احتمال اینکه شاگرد انتخاب شده ذگ و چشمان سیاه داشته باشد: 

𝑃𝐵(𝐻)چون  = 𝑃(𝐻)  و علاوتا𝑃𝐵(𝐻) =
𝑃(𝐵∩𝐻)

𝑃(𝐵)
 بنا برین   

𝑃(𝐵 ∩ 𝐻) = 𝑃(𝐻) ∙ 𝑃(𝐵) 

 

𝐴1  ،𝐴2  ، ... ،𝐴3  𝑛حادثه اتفاقی    𝑛:  حالت عمومی ≥  از هم مستقل نامیده می شوند    2
ً

احتمالا

ب صدق کند، در غیر آن حوادث   هرگاه برای هر ترکیب دو یا چندین حادثه آنها قاعده حاصل ضی

 باهم وابسته نامیده می شود.  
ً

 احتمالا
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: در داخل یک خریطه دو گلوله سفید و دو گلوله سیاه قرار دارند، دو گلوله یکی تر دیگری از 2مثال

 آن می برداریم طوری که: 

ی گلوله، آن را پس به داخل خریطه می گذاریم.  -1 ی اولیر  با گرفیی

 بدون آنکه گلوله  واپس قرار داده شود.   -2

 حوادث: 

ی بار گلوله سفید برآید.  -  اولیر

ی بار گلوله سفید برآید.  -  دومیر

 از هم مستقل یا وابسته اند.   -

 ( aحل

𝑃(𝐴) =
1

2
    ,    𝑃(𝐵) =

1

2
∙
1

2
+
1

2
∙
1

2
=
1

2
 

 از هم مستقل اند.  𝐵و   𝐴ازینجا گفته می توانیم که 

 ( bحل

𝑃(𝐴) =
1

2
    ,    𝑃(𝐵) =

1

2
∙
1

2
+
1

2
∙
1

2
=
1

2
 

=> 𝑃(𝐴 ∩ 𝐵) ≠ 𝑃(𝐴) ∙ 𝑃(𝐵) 
1

6
≠
1

2
∙
1

2
 

1

6
≠
1

4
 

 باهم وابسته است.   𝐵و    𝐴( حوادث  cحل

 

 

 

 

 

 

 

 


